Abstraktni a konkrétni linearni algebra

Definice

~




Linearni prostory nad [

Definice (téleso)

Té&leso je mnoZina [, vybavena dvéma funkcemi
+:FxF—F --:FxF—TF
pro které plati nasledujici:
© Vlastnosti s¢itani:
©® Existuje 0 € [ tak, Zeprovs. ac [ plat: a+0=0+a=a
(existence nuly).
@ Provs. a,b,c el plati: (a+ b)+c = a+ (b+ c) (asociativita
s¢itani).
© Provs. a, b el plati: a+ b= b+ a (komutativita s¢itanf).
O Provs. a €l existuje pravé jedno b€ I tak, Ze a+ b =0
(existence opa&ného &isla, zna&ime b = —a).

Definice télesa (pokrat.)

© Vlastnosti ndsobeni:
@ Existuje 1 € [ tak, Ze pro v8. a € | plati: 1-a = a (existence
jednotky).
@ Provs. a,b,c €l plati: a-(b-c)=(a-b)- c (asociativita
nasobeni).
© Provs. a,bel plati: a- b= b-a (komutativita nasobeni).
© Provdzanost s¢itani a ndsobeni:
@ Provs. a,b,ceclFplatiia-(b+c)=a-b+a-c(levy
distributivni zakon).
® Provs. a,b,cel plati: (b+c)-a=b-a+c-a(pravy
distributivni zdkon).

@ Test invertibility: pro v&. a € F plati: a # 0 iff existuje a~ 1.



Definice (linearni prostor nad télesem [)

Linearni prostor nad télesem [ je mnoZina L spolu se dvéma
funkcemi
+:LxL—L -:FxL—>L

pro které plati ndsledujici:
© Vlastnosti s¢itani:
©® Existuje 6 € Ltak, Zeprovs. X € Lplat: X+0=0+X=X
(existence nulového vektoru).
@ Provi. Xy, Ze Lplati: (X+y)+Z=X+(y+ 2)
(asociativita s¢itdni vektori).
© Provs. X,y € L plati: X+ y = y + X (komutativita s¢itanf
vektor(i).
@ Pro v8. X € L existuje pravé jeden y € L tak, ze X+ y =0
(existence opa&ného vektoru).

Definice (linearni prostor nad télesem [), pokrac.

@ Vlastnosti ndsobeni skaldrem:
@ Provs. X € L plati: 1- X = X (nasobeni jednotkovym skaldrem).
@ Provi. abelFavs. Xxelplatia-(b-X)=(a-b)-X
(asociativita ndsobeni skaldrem).
© Distributivni zakony:
@ Provi. abelFavs. Xelplati: (a+b)-X=a-X+b-X
(distributivita souttu skalara).
® Provi.aceFavi X,yelplatia-(X+y)=a-X+a-y
(distributivita sou&tu vektori).



Definice

Seznam (také: skupina) vektorii je bud prdzdnd posloupnost ()
nebo kone¢nd posloupnost (Xi, ..., Xp).

Pozor: je rozdil mezi seznamem a mnozinou
()?17 )?27 )?3) 7& ()?37 )_(27 )?1) VS. {)?17 )_(27 )?3} — {)?37 )_(27 )_(1}

(X1, %1, X2) # (X1, %2) vs. {X1,%1, X%} = {X1, X2}

Definice (linearni kombinace kone&ného seznamu vektorti)
Pro seznam vektort tvaru

© () definujeme G jako jeho (jedinou moznou) linedrni kombinaci
(s prazdnym seznamem koeficient().
n
Q@ (X1,...,X,) je vektor Z aj - X; jeho linedrni kombinace (se
i=1
seznamem koeficientl (a1, ..., an)).



Linearni obal a linearni podprostor

Definice (linearni obal mnoziny vektorti)
At M je jakdkoli mnoZina vektoril linedrniho prostoru L. Linedrn{

obal mnoZiny vektori M je mnoZina span(M), definovand takto:

({5}, pokud M =0,

n
span(M) = U{Za,.}, | a1,...,ap €F,X1,..., X, € M},
neN /=1

pokud M # (.

Definice (linearni podprostor)

At W je podmnoZina linedrniho prostoru L. Rekneme, 7e W je
linedrni podprostor linedrniho prostoru L, kdyZ plati span(W) C W.

Definice (spojeni linearnich podprostorti)

At {W; | i € I} je systém linedrnich podprostorii prostoru L.
Linedrnimu podprostoru span(|J;c; W) prostoru L ¥ikdme spojeni
podprostori W;, i € I, a znatime jej?

\ Wi

icl



Linearni zavislost a nezavislost

Definice

Linedrni kombinace a1 - X; + - -+ + ap - X,, je trividlni, pokud
ag=ay=---=a,=0.

V opaéném ptipadé je linedrni kombinace a1 - X1 + -+ -+ a, - X,
netrividlni.

Definice (linedrni nezavislost seznamu vektorti)
Rekneme, e seznam S vektor je linedrn& nezavisly, pokud plati
jedna z podminek:

@ Seznam S je prazdny.

@ Seznam S je tvaru (Xi,...,Xp) a plati: kdykoli

ai X1 +---+ap-X,=0,pakagr=a=---=a,=0.

Fviekneme, Ze seznam S je linearné zavisly, pokud neni linedrné
nezavisly.

Definice (linearni nezavislost mnoZiny vektorti)
At M je mnoZina vektorl v linedrnim prostoru L. Fv{ekneme, ze M
je linedrné nezavisla, pokud plati jedna z nasledujicich podminek:
@ Mnozina M je prazdna.
Q@ M={xy,...,X,} je neprdzdnd kone&nd mnoZina a navic plati:
kdykoli a1 -x1 +---+an X, =0,pakay=a=---=a,=0.
© M je nekoneénd mnozina a kazda jeji koneéna podmnoZina je
linedrné nezavisla.
Rekneme, Ye mnozina M je linedrné zavisld, pokud nenf linedrng
nezavisla.



Definice (linearni nezavislost seznamu vektorti)
Rekneme, e seznam S vektord je linedrné nezavisly, pokud plati
jedna z podminek:

@ Seznam S je prazdny.

@ Seznam S je tvaru (Xi,...,X,) a plati: kdykoli

ag-Xx1+---+a, - X,=0,pakag=a=---=a,=0.

Ifiekneme, Ze seznam S je linedrné zavisly, pokud neni linedrné
nezavisly.



Baze a dimense

Definice (mnozina generatori)

At W je linedrni podprostor prostoru L. Rekneme, Ze mno¥ina G
generuje W, kdyZ plati span(G) = W. (Rikame také: G je
mnoZina generatord podprostoru W.)

Definice (kone¢né generovany podprostor)

Rekneme, Ze linedrni podprostor W prostoru L je konen&
generovany, kdyZ existuje kone¢nd mnoZzina jeho generatori. (To
jest, kdyZ plati span(G) = W pro n&jakou kone¢nou mnoZinu G.)

Definice (baze)
Linearné nezavislé mnoziné B, kterd generuje prostor L, fikime
baze prostoru L. Je-li B kone¢nd, pak seznamu prvki B ¥fikdme
usporadana baze.

Definice (prostor kone&né dimense)

Linedrni prostor L ma dimensi n (zna¢ime: dim(L) = n), kdyZ
existuje baze B prostoru L, kterd ma n prvki,? kde n je p¥irozené
&islo.

Véta (o dimensi spojeni a praniku)
At je L linedrni prostor kone&né dimense. Potom, pro libovolné

linedrni podprostory Wi, W», plati rovnost
dim( Wi v W2) + dlm( Wi N W2) = dlm( Wl) + dlm( W2)



Souradnice vzhledem k usporadané bazi a
komutativni diagramy

Véta (existence soufadnic vzhledem k uspoFadané bazi)

At seznam B = (by, . .., by) tvo¥i bazi linedrniho prostoru L. Pro
kazdy vektor X v L existuje jediny seznam (a1, ..., a,) prvka [ tak,
ZexXx=ay-by+---+a,- b,.

Definice (soufadnice vzhledem k uspofadané bazi)

Seznamu (ay, ..., a,) z pfedchozi v&ty ¥ikdme soufadnice vektoru X
vzhledem k uspofadané bazi B = (by,..., b,). Znakeni:?

d1
coordg(X) =

dn



Linearni zobrazeni

Definice (linearni zobrazeni)

At Ly, Lo jsou linedrni prostory nad . Zobrazeni f: Ly — Lo, pro
které plati f(X + X') = f(X) + f(X') a f(a- X) = a- f(X) pro v8 a, X,
X', ¥fikdme linedrni zobrazeni z L1 do L.

Definice (matice)

Matice A nad [ typu r x s (také: rozmérii r x s) je tabulka?

a1l a2 ... dis
a1 ap2 ... dos
dr1 dr2 ... drs

?Budeme také pouZivat polozkovy zdpis A = (ajj)i=1,....rj=1,....,s nebo
sloupcovy zapis A = (ai,...,as).

Definice (sou¢in matic)

Pro situaci?

e > [P s

€| raj ! >B-aj

je B - A matice,? jejiz j-ty sloupec je B - a;, kde a; je j-ty sloupec
matice A. Ve sloupcovém zdpisu tedy plati
B-A=(B-aj,...,B-a;).

Matici B - A Fikame soucin matic B a A.



Definice (specialni vlastnosti linearnich zobrazeni)
Linedrnimu zobrazeni f : L1 — L, ¥ikdme:
© monomorfismus, je-li f injektivni (také: prosté) zobrazeni.
@ epimorfismus, je-li f surjektivni (také: na) zobrazeni.
{ a

© isomorfismus, je-li f bijektivni (také: prosté a na) zobrazeni.

?Ekvivalentn&: k zobrazeni f existuje inversni zobrazeni f~! a toto inversni
zobrazeni je opét linearni.

Definice (obraz a jadro)

At f: Ly — L, je linedrni zobrazeni. MnoZing&

ker(f) = {X | f(X) = o} fikdme jadro f, mnoZin&

im(f) = {y | f(X) = y, pro n&jaké X} ¥ikame obraz f.
Ly Lo

| — R

Definice (matice transformace soufadnic)

At B = (Bl, e E,,) a C=(c,...,Cn) jsou usporadané baze
prostoru L. Matici? Tpg,, ¢, ktera spliiuje
e | > j-ty sloupec Tg ¢ = coordc(l;j)
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GEM a soustavy linearnich rovnic, cast 1

Definice (horni blokovy tvar matice)

Matice M je v hornim blokovém tvaru, jsou-li splnény nasledujici
dvé podminky:
© Kazdy nenulovy ¥adek matice M je nad jakymkoli ¥adkem
samych nul.

@ Kazdy pivot (tj. nenulova polozka prvni zleva) jakéhokoli
nenulového fadku matice M je vZdy vice napravo nez pivot
predchoziho ¥adku.

Definice (ekvivalentni soustavy)

Rekneme, Ze soustavy (A | b) a (A’ | b’) r rovnic o s neznamych
jsou ekvivalentni? (zna&eni: (A | b) ~ (A’ | b)), kdyZ pro kazdy
vektor x z F* plati: A-x = b pravé tehdy, kdyz A’ -x =b/.

Véta (Frobenius)

© Soustava (A | b) ma YeSeni pravé tehdy, kdyZ plati rovnost
rank(A) = rank(A | b).
@ Pokud (A | b) ma ¥eSeni, potom lze ¥ici nasledujici:®
Zvolme jakékoli p, spliiujici rovnost A - p = b.
Potom A - xo = b plati pravé tehdy, kdyZ xo = p + x5 pro
n&jaké xp, z ker(A).

“Budeme pouzivat i zkraceny zapis: ¥eSeni Ize napsat jako
p + ker(A) = {p + x| x» € ker(A)}.

Diikaz.
© (A | b) ma YeSeni pravé tehdy, kdyZ b je v im(A). To nastane
pravé tehdy, kdyZ rank(A) = rank(A | b).

@ Trivialni.



Definice

Zapisu p + span(xy,...,Xq) v [*, kde vektory x3i, ..., x4 jsou
linedrné nezavislé, fikdme afinni podprostor dimense d v prostoru
[F=.? Seznamu (x1,...,Xq) Fikdme smé&r (také: zamé¥eni) tohoto
podprostoru.

Definice (regularni a singuldarni matice)

Matice A : " — " typu je regularni (také: invertibilni, také:
isomorfismus), pokud existuje jednoznan& uréend matice A~!
takovd, Ze plati rovnosti A™1 - A =E, = A- A~ Matici A~!
fikame inverse matice A.

Matice A: " — F" je singuldrni, pokud neni reguldrni.

Definice (matice linedrniho zobrazeni)

At f: Ly — L je linedrni zobrazeni, at B = (by, ..., bs) a

C =(c,...,Cr) jsou usporadané baze prostorli L; a Lp. Matice
zobrazeni f (vzhledem k B a C) je takova matice Ag, pro kterou
plati s x—Ag-x SFr

coordg/l\ Tcoordc

Ly Lo

~



Determinant: ¢éast 1

Definice (permutace)

Permutace mnoziny {1,2,...,n} je jakakoli bijekce
m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}.

Definice (symetricka grupa permutaci)

MnoZiné viech permutaci mnoziny {1,2,..., n}, spolu s vy%e
uvedenou operaci skladani -, ¥ikdme symetrickd grupa permutaci
n-prvkové mnoziny. Znacdeni: S,.

Definice (determinant &tvercové matice)

Pro matici A typu n X n nad [ definujeme determinant jako skalar

det(A) = Z sign 7 - ar(1),1 " an(2)2 " -+ 3r(n),n

TES,

Casto se pie i |A| misto det(A).

Definice

Determinantu Aj; = det(ay,...,aj_1,€;,aj41,...,a,) fikdme
algebraicky dopln&k posice (/,/) v matici A = (a1, ...,an).

Definice (adjungovana matice)

Pro matici A typu n X n je jeji adjungovana matice adj(A)
transponovand matice algebraickych doplitkdl posic v matici A.

Definice (soustava se ¢tvercovou matici)

Rovnici A - x = b, kde A je matice typu n X n nad [, fikdme
soustava se ¢tvercovou matici.



Cramerova véta (také: Cramerovo pravidlo)

At A -x = b je soustava se &tvercovou reguldrni matici nad .
Potom j-t4 poloZka jediného ¥edeni x = A~ - b je tvaru

Xj = det(A)~! - det(ay, ... ,aj_1,b,ajy1,...,ap)



Vlastni hodnoty a vlastni vektory

Definice
Pro linedrni zobrazeni f : L — L je A v [ vlastni hodnotou (také:
vlastnim &islem), pokud existuje nenulovy vektor X, spliiujici

—

rovnost f(X) = A - X.
KaZzdému takovému nenulovému vektoru X ¥ikame vlastni vektor
prislusny hodnoté .

Definice (charakteristicky polynom &tvercové matice)

At A je matice typu n X nnad [, n > 1. Vyrazu det(A — xE,)
fikdme charakteristicky polynom matice A (zna&eni: charp(x)).

Definice (nasobnost kofene komplexniho polynomu)
Komplexni &islo A je kofen polynomu p(x) € C[x] nasobnosti k,
pokud plati rovnost p(x) = (x — A)¥ - g(x) pro g(x) € C[x] a
q(A) # 0.

Definice (nilpotentni zobrazeni)

Linedrnimu zobrazeni f : L — L, pro které existuje k tak, Ze
fk = o, ¥ikdme nilpotentni. NejmenSimu takovému k Fikdme index
nilpotence a zna&ime jej nil(f).



Definice

Ctvercové matici

. : :(07e17e27"'7en—1)
0O 00 ... 1

\0 0 0 ... 0

Fikame Jordanova bunka.?

“Burika v této definici ma rozméry n x n.

Nalezeni Jordanova tvaru matice M : " — "

Postupujeme takto:
© Spocteme charakteristicky polynom charp(x) matice M.

@ Pokud charpy(x) nelze v F[x] rozloZit na sou&in ko¥enovych
faktorli, vypolet kon&ime. Jordaniv tvar matice M neexistuje.

@ Pokud charm(x) =a-(x —A1)™ ... (x—Xp)™ v F[x],
Jordaniiv tvar matice M existuje a my postupujeme podle
dalich bodi.

@ Jordaniv tvar bude mit p Jordanovych segmentl B;()\;),
i=1,...,p. Segment B;(\;) md rozméry m; x m;.
© Nalezeni i-tého segmentu B;()\;):
@ Utvofime nilpotentni matici M — \; - E,,. a nalezneme jeji
Jordaniv tvar N; metodami minulé prednasky.
@ Plati B;(\;)) =N, + \; - Epy..
©Q Z Jordanovych segmentii utvofime Jordan(v tvar matice M
jakoZto blokové diagonalni matici.



Abstraktni skalarni souéin

Definice (realny skalarni souéin)

At L je linedrni prostor nad R. Funkci (— | =) : L x L — R ¥ikdme
skalarni soucin,? pokud plati nasledujici, pro libovolné vektory X, y:

© Komutativita: (X | y) =<y | X).

@ Linearita ve druhé soufadnici: zobrazeni (X | —): L —> R je
linedrni.

© Positivni definitnost: (X | X) = 0, (X | X) = 0 iff X = 0.

?Na%e znaceni pro skaldrni sou&in je obvyklé ve fyzice (tzv bra-ket notation
nebo Diracova notace) a ma jisté vyhody. Zna&eni X - y pro skalarni soui&in
nebudeme pouzivat! Divod: pfetiZeni znacky - pro soudin.

Tvrzeni (nerovnost Cauchy-Schwarz-Bunyakovski)
SN2 R VACH RIARVAVA 2

Definice (ortogonalita vektorii)

Pokud (X | y¥) = 0, mluvime o ortogonalnich (také: navzajem
kolmych) vektorech.

Plati

Definice (positivné definitni matice)

Rekneme, 7e matice G typu n x n nad R je positivné definitni, kdyz
existuje matice R s linedrn& nezavislymi sloupci tak, ¢ G = RT - R.

Definice (ortonormalni baze, &ili normalni a ortogonalni baze)

—

Bazi (b1, ..., by) prostoru se skaldrnim sou&inem, kterd spliiuje

—

rovnost (b; | bj) = 9;;,7 Fikdme ortonormalni.

?Kroneckertiv symbol § spliiuje: d;i = 1, §;; =0 pro i # j.



Vzajemna poloha afinnich podprostoru

Definice (vzajemna poloha afinnich podprostorti)

At m=p+ W an’=p' + W’ jsou dva afinni podprostory
prostoru R”. Rekneme, ze

© 7 a 7’ jsou rovnob&zné, pokud plati W C W’ nebo W/ C W.
@ = a 7’ jsou riznob&Zné, pokud nejsou rovnob&zné a maji
alespon jeden spole¢ny bod.

© = a «’ jsou mimobé&zné, pokud nejsou rovnob&zné a nemaji
zadny spole¢ny bod.
Dimensi linedrniho podprostoru W N W’ budeme ¥ikat stuper

rovnob&Znosti afinnich podprostori « a 7',

Poznamka
Pro dva afinni podprostory v a ©’ prostoru R" plati:

bud m a 7w jsou rovnobéiné) 3 m a w jsou rﬁznobéiné)
oo
heh 7 a 7’ nejsou rovnob&zné N - jsou mimobéiné)
o} ) N
nebo
Definice

At 7 a 7’ jsou dva afinni podprostory prostoru R”. Redlnému
¢islu? , _ , , ,
w(m, ') = mf{Hx—x || xemx € 71'}

fikdme vzajemna vzdalenost  a 7’.



Vektorovy soudin

Definice (Gramova matice a Gramiiv determinant)

At matice A : RK — R" m4 sloupcovy zépis (ag,...,ax), kde
k < n.
@ Matici ATA : RK — R* budeme ¥ikat Gramova matice
seznamu vektor( (ai,...,ak).
@ Determinantu det(AT A) budeme ¥ikat Gram(iv determinant
seznamu (ag, ..., ax) a znalit jej Gram(ay, ..., ak).
P¥epis definice vektorového soucinu seznamu (xi,...,x,_1)
vR", n>2

(x(x1,...,%,—1) | X) = det(x1,...,Xp—1,X) pro v8echna x z R".



