Tomas Hauser

Dllezité identity k memorovani
det(A-B)=det(A)-det(B)
det(A") =det(A)

1
det( A)

det (k- A, ) =K" det(A)

det (adj( A)) =(det(A )

det(A™)=

(A-B) =B A?

(A-B) =B"- A"
(A4 =(4)"
A= Gam) )

(A+B) =A" 4B
adj( A-B)=adj(B)-adj( A)
adj(A”) = (aci( A))
sign(z- o) =sign(x)-sign(o)
sign(z) =sign(7*)
<a|b>=|a]-|b||-cos(«)
<ala>=|a|
<a-alb>=a-<alb>

<a+c|b>=<alb>+<c|b>

<v|u>
-u
<uju>

proj, (V) =

rej, (V) =v—proj, (V)

<v|s > <v|s, >
+ S,
<s|s,> " <s,|s,>

projspan(%,sz eniSp) (V) -

<v|sn>S

<s,|s,> "
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Projekce vektoru X na podprostor, u kterého nezndme ortogondlni bazi a matice A je jakoukoliv bazi
tohoto prostoru:

a) S metrickym tensorem:
proj,, (x)=A-(AT-G-A) - AT-Gx
b) Se standardnim skalarnim soucinem
: T 1T
proj, (x)=A-(A"-A) - AT X
Vzdélenost bodu p’od pfimky 7 ve tvaru 7z = p+span(s)v R®:

<s|p-p'>
<s|s>

o(p')=|(p-7)- s

Vzdalenost pfimky 7' ve tvaru 7’ = p’+span(s') od roviny 7 ve tvaru 7 = p+span(sl,sz) v R®:

det(s,,s,, p’' —
S CICENE
Gram(s,,s,)

Vzdalenost pfimky 7 ve tvaru 7 = p+span(s)od pfimky 7' ve tvaru 7’ = p'+span(s’)v R®:

_ |det(s',s, p'— p)
Gram(s',s)

(7',

Cauchy-Schwarz-Bunyakovski nerovnost:

[<x|y>[<J<x|x>-J<yly>
Trojuhelnikova nerovnost:
[+ vi<[x+1y]

Vlastni Cisla a vlastni vektory:

Av=A-v
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Dlikazy identit

(A-B) =B A"

A-B=A-B

Vezmeme inversi z obou stran.
(AB)'=(a-B)"
(A-B)(AB)'=E,
Vynésobime zleva matici A™.
A'.A-B-(A-B) =A"
B-(A-B) =A"
Vynésobime zleva matici B™.
B*.B-(A-B) =B A"
(A-B) =B A"
det(adj( A))=(det(A))"

PouZijeme jiz zndmou rovnost, coz je naprosto validni krok.

A—l

~Ga(a) A

det(A)- A =adj(A)
det(A)=adj(A)-A
det(det(A))=det(adj(A)-A)
Miizeme si viimnout, 7e det(det(A))je viastné det(det(A)-E, ), kde det(A)je &islo, takze
mizeme pouzit det(k - A, ) =k"-det(A), takze mame (det(A))"-det(E,)=(det(A))".

(det(A))" =det(adj( A))

% = det (adj(A))

det(adj( A))=(det(A))"
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det(k- A, )=k"-det(A)

Z definice vime, Ze plati det Z Slgn 8, (52" By - PTO det(k . A) tedy plati
es,
det(k-A)= > sign(x 1 KB, rkea
eSS,
det(k-A)=>sign(r 11822 e By =K > sign(;z)oaﬁ(l)]l-a,r(z)]2 ST W
eSS, 7es

co? je k" -det(A).

<ala>=|a|’

a | (ara | (&
<ala>=a'-a=(a,..a,) | ! |=| | |=
a a,-a, ) |a

n

<a-a|lb>=a-<a|b>

by by
<a-alb>=(a-a) -b=(a-a,..a-a)| ! |=a(a,..a,)|
b b,

n

=a-<alb>

<a+c|b>=<alb>+<c|b>

by by by
<a+clb>=(a+c) -b=(a+c,..a,+¢,):| I |=(a,.ma,)-| }|+(CenC,)| | [=<alb>+<c|b>

bn bn bn
_ 1
det(A™)= (A
At= -adj( A
det(a) A

~adj(A)J ~ det((det(A)) *)-det (adi(A))

det(A™)= de{

1
det(A)

A protoze det(adj(A)) = (det(A))n_l , tak musi platit

det (A") = — (lA)" (det(A))"" =det(A)* = detl( it
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det(A™) = det detl( 5 -adj(A)]

det(A™)= det(detl( A)J -det (adj( A))

— (1AT - det(A)"-det((aci(4))’

detl(A) det(A)" =det((adi(A))'

m-det(AT )n = det((adj(A))T)

(det (A" ))1 = det((adj(A))T)
a protoze (det(A))"" =det(adj( A)) = (det(A"))" = det(adj(A)" ), musi platit
det (adj( AT )) = det( (aci( #))"

adj( A" ) = (adj(A)) .

1

C(A")= Gt A

At A=E,
det(A™-A)=det(E,)
det(A™)-det(A)=1

1
det(A)

det(A*)=
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a;, &,
(A- B)T _ a?l a?z
a‘nl a‘n2

& &,

a, a
(A+B) =|| 2 7

anl an2

a, +b;, a,+b,
a, +b, a,+h,

a:Ln + bln a2n + b2n

A+B) =A +B'
(A+B)

i=1 i=1
n n
Zazi 'b|1 Zazi ‘b|2
i=1 i=1
n n
zani 'b|1 a, 'biz
i=1 =1
n
b, "8y
i=1
n
bi2 -y,
i=1
" &y
i=1
nl
r.'|2 BT . AT
ann
ail + bll aiZ + b12
_ ay +b21 ay +b22
a‘nl + bnl anz + bn2
ni bu b21
n2 blz bzz
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29.1.2019

1. Nasledujici podmnozina mnoziny R[X] je linearnim podprostorem prostoru R[X]:
a) Mnoiina viech polynom sudého stupné spolecné s nulovym polynomem.
b) MnoZina vSech polynom{ nemajicich realny koren.
c) Mnoiina viech polynoml nemajicich realny koren.
d) Mnozina viech polynom s nulovymi koeficienty u sudych mocnin.
2. Vlinearnim prostoru V méjme linedrné nezavislou mnoZinu vektord {u,v, W}. Nasledujici
mnoZina vektord je linedrné zavisla:
a) {V,w+u,w-v-+u}.
b) {V+W,W+U,u+V}.
o {v,v-—wv+w+u}.

d {2-v,2-w,2-u}.

3. Méjme linedrni prostor V , linedrni zobrazeni f :V —V, a dva linedrné nezavislé vektory
veV,weV, které jsou vlastnimi vektory linedrniho zobrazeni f pfislusnymi vlastnim
&islim A . Potom plati:

a) f(v)=4-w.
b) Vektor 2-V je vlastni vektor linedrniho zobrazeni f pfisludny vlastnimu &islu 2- 4.
c) Vektor f (V) je vlastni vektor linedrniho zobrazeni f pFisludny vlastnimu &islu 2- 4 .

d) Pro nenulové skaldry ar a S je vektor «-V+ - Wvlastnim vektorem linearniho

zobrazeni f .
4. At Aje &tvercova matice typu 3x3a at det(A) = 3. Potom nutné plati ( E; je jednotkova

matice typu 3x3):
a) det(—A) =-3

b) det(A+E,)=3+1=4
c) det(A+A)=3+3=6
d) det(A3)=3-3=9
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Cast B:

Definujte pojem skalarni soucin na obecném linedrnim prostoru L nad R . Pozor, nedefinujte
standardni skalarni soucin.

At <—|—> je standardni skalarni sou¢in na R" . Ukazte, 7e pokud matice A:R"——>R" splfiuje
rovnost <X| X'> = <A- X| A X'> pro viechny dvojice X, X' vektortiz R", pak je A regularni a splfiuje
rovnost A" -A=E, .

Cast C:

At T je seznam vektortiz R* nad R aat p je pfimkav R*:

2\ (2) (1 2 1
3|4
T= , , , b= +span .
O PlibloPP=|_q|tsPan( D
0)(0)\3 4 3

Ortogonalisujte seznam T a naleznéte vzddalenost pfimky p od podprostoru span (T) .
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Cast A:

1.

Vysledky:

d)

MnoZina je uzaviena na s&itani i nasobeni a obsahuje nulu — tfeba 0X?.

a)

Linearni kombinace této mnoZiny je a,-V+a, -(w+u)+a3 -(W—V+u) =0 apro nenulové
koeficienty a, =1,a, = —1,a, =1vychazi nulovy vektor, takze je linearné zavisla.

d)

Vime, Ze je zobrazeni linearni a ze plati f (V) =A-va f (W) = A-W. Pro linedrni kombinaci
a-V+ [-Wmilzeme tedy napsat
f(a-v+B-w)=a-f(vV)+p-f(W)=a-2-v+B-2-w=1-(a-V+S-W),

tedy zkrdcené f(a-v+S-W)=A-(a-v+B-w).

a)

VyuZijeme identity det(k . A) =k"- A, kde Nje rozmér matice. Dostavdame
det((-1)- A)=(-1)’-3=-3.
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Cast B:

Necht A:IR"——>R"je linedrni zobrazeni se ¢tvercovou matici A . Pfedpokladejme, Ze plati
rovnost <X| X'> = <A- X| A- X'>. Potom z definice skalarniho soucinu vyplyva

(x|x)=(A-x|A-X), x,X
x"-X'=(A-x) -A-X
X' x'=AT-x"-A-X
X -E, -X=x-A-A-X
a protoze toto plati pro viechny dvojice X, X', musi platit A" - A= E, . Odtud
AT-A=E,
det( A" - A) =det(E,)
det(A"-A)=1
det(A")-det(A)=1
det(A)-det(A)=1
det’(A)-1=0
(det(A)—1)-(det(A)+1)=0.

det(A) muzZe tedy nabyvat pouze hodnot 1 a —1, které jsou obé nenulové. Matice A je tedy
regularni.

10
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Cast C:
2)(2) (1 2
1([3]|4 1 2
T= , , p= +span
( 11l ). p L |*%P ( S )
0)l0)(3 4 3

Nazvéme P = ( Pis Py, p3) ortogonalni bazi k bazi T . Provedeme Gram-Schmidt(v ortogonalisa¢ni

proces:
2
~ 1
P, = 1l
0
2 2
3 1
< | >
2 1(-1 0
_3 0 0 1 _2
P2=1 4 2 1] |2/
0 1 0 0
< | >
-1(|-1
0 0
1 2 1 0
4 1 4 2
< | > < | >
1 0|]-1 2 0|2 -1
_4_ 3 0 1_ 3)0) 1
Ps= 0 2V (2) |41 0) (0) | -1/
3 1 1 0 2112 3
< | > < | >
11| -1 2112
0 0 0)\0
2)(0) (-1
Ortogonalni b3 kT'th(l 2 1)
z = , , .
rtogonalni baze je tedy 12l 1
0)l0 3
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Nazvéme @ vzdalenosti Span (T)od p . Potom

2 21 2 21
| 1 3 4 1 | | 1 3 4 |
-1 1 0 - -1 1 0 -
0O 0 3 4 0O 0 3 4 48
a)(span(T),p)= —> = = = oa"
21 -1 0
1 3 4 o 14 14]]
12 3 1 of |
-1 1 0 6 14 26
1 4 0 3
0O 0 3

Vzdélenost span (T)od p je rovna &islu 2.

12
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Cast A:

1.

3.

21.1.2020

V této otdzce je télesem skalart mnozina redlnych &isel. At f : L, —— L, je linedrni
zobrazeni, at b je vektor v L, . Pak pro mnoZinu M = {)?| f ()?) = 6} plati:
a) Mnozina M tvofi linedrni podprostor prostoru L, .

b) MnozZina M obsahuje nulovy vektor.
) Kdyz X, eMaX,eM,pak(3-%—-2-%,)eM.

d) MnoZina M obsahuje vektor b.
Af je B usporadand baze linearniho prostoru R%a at M je matice obsahuijici jako sloupce

vektory z B (zapsané jako soufadnice vzhledem ke kanonické bazi Rs). Potom nutné plati:
a) Matice M m4 kladny determinant.

b) Sloupce matice M - M tvofi bazi R®.

c) Rozdil M —E;je nulova matice.

d) Matice M nemuZe byt positivné definitni.

Je dano zobrazeni f :R*——>TR>. Vime, e pro libovolny vektor x e R® plati, 7e
f (X) =3-X. Potom také plati:

a) Existuje baze prostoru R?, vzhledem ke které ma zobrazeni f vlastni &islo 9.

b) Matice zobrazeni f vzhledem ke standardnim bazim ma determinant 3.

c) Plati eigen(3, f)=R’.

d) def ( f ) =3.

Vektor V linearniho prostoru R*nad R ma vzhledem k uspotadané bazi (b,,b,,...,b;)
souradnice (1,1,...,1)T . Potom vektor 2-V méa vzhledem k uspofddané bazi

(b, +b,,b, +b;,....b, +b,) souradnice:

a) (22,...,2)

b) (L1..,1)"

o (1/21/2,..,1/2)

d) Soufadnice nelze urit, protoze (b, +b,,b, +b,,...,b; +b; ) neni usporadand béze.

13
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Cast B:

Definujte pojmy skalarni soucin a kolmost dvou vektorl vzhledem ke skaldrnimu soucinu na obecném
linedrnim prostoru L nad R.

Definujte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni:

At da b jsou dva r@izné nenulové vektory v linedrnim prostoru L nad R se skalarnim soucinem

<—|—>.Jestlize @a b jsou na sebe kolmé, potom &, b jsou linearné nezavislé.

Cast C pro versi LAG:

At f:RZ2—>TR?je linearni zobrazeni, at B,C, D jsou baze prostoru IR?. Dale

2 3 1
M = 1 je matice f vzhledem k bazim Ba C, N =

3
3 5 je matice f vzhledemk Da C.

16
Pro vektor X € R? plati coord, (X) :( 8 j . Spoctéte coord (X) .

Cast C pro versi LAGA:

010 -8 4 -8 2 21
At A=l1 1 1|,B=| 8 -4 8 |aC=|1 3 2 |jsouredlné matice, X at je nezndma
010 -8 4 -8 01 2

realnd matice komutujici s matici A . Vyfete maticovou rovnost X -C =A-X +B.

14
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Vysledky
Cast A:
1. ¢
Pokud X,X, €M , tak plati f (yl) =X, f ()72) =X, pro n&jaka Y, Y,z L, . Potom plati

3% -2%=3f(¥,)=2-f(V,)=fF(3V)-f(2-%,)=F(3:%,-2-Y,)= f (3:%,-2-%,)
a tim padem je 3-X, —2-X,vmnoziné M .
2. b)
Pokud vektory z baze prevedeme do sloupcll ¢tvercové matice, bude vidy regularni. Je to
proto, Ze baze generuje cely prostor, a tak pro jakykoliv vektor z toho prostoru musi mit
soustava feSeni, a to pravé souradnice. Funguje to logicky i naopak. Kazda regularni
¢tvercova matice ma sloupce tvofici uspofadanou bazi prostoru rozméru matice.

Potfebujeme se tedy uijistit, Ze det(M -M )je také nenulovy.
ProtoZe det(M -M ) = det(M )'d8t(|\/| ) = det? (|\/| ), je logické, 7e je tato moznost
pravdiva. Druhd mocnina nenulového Cisla je rovnéz nenulové ¢islo.

3. ¢
Zapiseigen (3, f )je oznaceni pro vlastni prostor ker( f-3. En) )
Je pomérné té7ké dokazat, ze generuje celé R?, takze Ize k odpovédi dojit vylougenim viech
ostatnich moznosti.
MozZnost a) to neni, protoze jsou vlastni ¢isla imunni vic¢i zméné baze.
MozZnost b) to byt neml(iZe, protoZe tfeba matice s trojkami na hlavni diagondle ma
determinant roven 27 .
Moznost d) je uz od pohledu nesmysina, nebot defekt roven tfem ma v tomto pripadé jen
nulovd matice.
Zbyva tedy moznost c), nad kterou uz neni potfeba se zamyslet.

4. d)
Je moudré vyzkousSet nejdfive mensi pripady.
a,-(b,+b,)+a,-(b,+b ) =0je netrividini pro a =1,a, =-1.
a,-(b,+b,)+a,-(b,+b,)+a;-(b;+b ) = 0 mé jen trividIni Feseni.

a,-(b+b,)+a,-(b,+b;)+a,-(b,+b,)+a,- (b, +b ) =0 je netrividini pro

a =a,=1a, =a, =—1. Je vidét, Ze pro sudou dimensi baze Ize vymyslet netrividlni feSeni
linearni kombinace, protoZe nasleduje urcity vzorec chovani. Kdyz mame lichou dimensi,
mame i lichy pocet souctl, a tak na jeden soucet pfipadne, aby byl zaroven zaporny i kladny a
tim padem nelze vymyslet netriviadlni feSeni takové linearni kombinace. To znamen3, Ze novy

8 . , v s e s V. vz . 8
seznam v [R” bude linearné zavisly a nebude tak tvofit uspofddanou bazi R

15
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Cast B:
At da b jsou dva rdizné nenulové vektory v linearnim prostoru L nad R se skalarnim soucinem

<—|—>. Pfedpokladejme, Ze jsou na sebe da b kolmé. Vezméme linedrni kombinaci vektor( & a

b

a,-d+a,-b=0.

Vezméme skaldrni sougin s vektorem &z obou stran

<q,-d+a,-bla>=<0|d>

o-<a|d>+a, <b|da>=0.
ProtoZe z definice skaldrniho soutinu plati <d|a > >0a <a|a >=0pouze a jen tehdy, kdy? d =0
.Vime v3ak, ze @ # 0, a proto tedy plati <&|&d> > 0. Plati proto o, =0.
Vezméme skalarni souin s vektorem b z obou stran

<o -d+a,-b|b>=<06|b>

a-<a|b>+a,<b|b>=0.
Protoe z definice skalarniho soucinu plati <b | b>>0a<b | b >=0pouze a jen tehdy,
kdyz b=0.Vimeviak,7e b #0,a proto tedy plati < b | b> >0.Plati protoa, =0 .

Protoze plati , = ¢, =0, jsou vektory &,b linedrné nezavislé.

16
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Cast C pro versi LAG:

M1, =(§ fj, [N],. =(_11 3} C°°fd8<x):[186 J

Hleddme matici transformace soufadnic T.

TB%D = [M ]B—)C O[N ]C—)D '

Spocitdme [N]C%D, kterou je inversi matice [N]DHC.

i 1 3Y" 1(1 12
Tsﬂc:[N]cﬁD:[N]loac:(_l 5] 25'(5 4]

Dosadime a dostavame

T =M, oL =[N =2 (2 (3 D[]

14
Vektor coord, (X)j )
ektor oord, ),e[mj

Cast C pro versi LAGA:

010 -8 4 -8 2 2 1
A=l111,B=8 -4 8| C=|1 3 2
010 -8 4 -8 01 2

X-C=A-X+B

ProtoZe matice X komutuje s matici A, plati
X-C=X-A+B
X-C-X-A=B
X-(C—A)zB

-8 4 -8\(1/2 -1/4 -1/8) (-4 4 -4
X=B-(C-A)'=|8 -4 8[| 0 1/2 -1/4|=(4 -4 4
8 4 -8Jl0 0 12) (-4 4 -4

s_p Vzhledem k funkci f , pro kterou plati

17
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16.1.2020

1. At V,,V,jsou linearné nezavislé vektory v linedrnim prostoru L nad IF . Pak je nutné pravda:
a) Vektory V,a I -V, jsou pro libovolné r z IF linedrné nezavislé.
b) Vektory V,a V, —V,jsou linedrné nezavislé.
c¢) KaZzdd linedrni kombinace vektord Va V, je rovna nulovému vektoru.

d) Kaidy vektorz L Ize napsat jako linedrni kombinaci vektor( V,a V,.
2. Af Bje matice typu 3x 3 a at soustavy (B | el),(B | ez)a ( ) aji kazda pravé jedno
feSeni (popofadé a;,a,a a,). Pak musi byt nutné pravda:
a) det(3- B):O.
b) det(B°)>0.
c) K matici B existuje matice inversni.

d) Seznam vektor( (al, az,ag)je linedrné zavisly.

3. At pro realné matice Aa B rozmérd 2x 2 plati rovnost AB" = B' A. Potom je nutné

pravda:
) (A8 = k(6
b) (AT -B) =A’-2ATB+B?

2
o (A- BT) = A’-2AB" +(B")
2 2 2
d) (A"-B") =(A") -2A'B" +(B")
4. At L jelinedrni prostor nad IF dimense N, at f : L——[F je linearni zobrazeni. Potom
plati:
a) Zobrazeni f je monomorfismus.
b) Matice M zobrazeni f vzhledem k jakymkoli bazim B a C je regulérni.

c) Zobrazeni f je nilpotentni.

d) Hodnost zobrazeni f je maximalné rovna 1.
CastB
Definujte pojmy afinni podprostor linearniho prostoru L nad IF a dimense afinniho podprostoru.
Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni:
Atjedano A:F*——>TF aatbjev im(A). Potom mnoZina {V eF*|Av= b} tvofi afinni
podprostor prostoru [F° dimense def (A) .

Cast C pro LAGA: (LAG méla ortogonalni rejekci, ale nemame zadani.)

V prostoru R3se skalarnim soutinem < — | — >s metrickym tensorem G ortogonalisujte seznam
1 0 0 4 3 0

vektort (,,€,,6;),kde e, =|0|,e,=1|,,=/0|,G=|3 4 0
0 0 1 0 0 9

Vysledny ortogonalni seznam zapiste jako (vl,vz,v3).

18
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Cast A:
1. b)
U linearni kombinace &, -V, +&, - (V, —V, ) = 0 neexistuje netrivialni feSeni a seznam je tak
linearné nezavisly.
2. ¢
Pokud je A étvercovd a ma pouze jedno feseni pro néjaky nenulovy vektor, je invertibilni.
3. ¢

Rozndsobovani zavorek s maticemi je v podstaté stejné, jako s proménnymi, ale je potfeba
brat v potaz obecnou nekomutativitu ndsobeni matic a dodrzovat tak poradi nasobeni.

(A-B") =(A-BT)(A-B")=A?- AB" ~B'A+(B") = A*~ AB" - AB" +(B") = A*-2AB" +(B")’
4. d)

Vyplyva z definice hodnosti zobrazeni. Dimense obrazu nemUze byt vy3si neZ dimense
vysledného prostoru.

Cast B:

Toto pfimo vyplyva z Frobeniovy véty, kterou staci korektné citovat a uz neni potfeba ji dokazovat.
Cast C:

Provedeme Gram-Schmidtlv ortogonalisacni proces, ale pro skalarni soucin pouZijeme vzorec
<X|y>=x"-G-y, kde G je metricky tensor.

1
v,=¢,=|0
0
4 3 0)(1
01 0)3 4 040
0 ( ) 00 9o —3/4 -3 -3 Zména velikosti neméni
v,=|1|- = 1 |=4-|1|~| 4 ortogonalitu, a tak se mizeme
0 43 0)(1 0 0 0 jednoduse zbavit zlomk.
(1 0 0). 3 4 010
0 0 9/1{0
4 3 0) (-3 4 3 0)(1
(001)-340 4 (001)-340-0 1 0
0 0 9 0 0 0 9)1\0
Vv, = 4 |- 0|=|0
4 3 0 4 3 0) (1 0 1
3 4 O 340 4 (1 0 0)~ 3 4 010
0 0 9 0 0 0 9)1\0
-3\ (0

HIedan\’/ortogonélniseznamje( 0| 4 [,]0).

0)L0)(1
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11.6.2019
Cast A:

1. At f:R*—>R*je linearni zobrazeni. Vyberte nutné pravdivé tvrzeni:
a) Pokud ma f jadro celé R* , pak matice zobrazeni f neni diagonalisovatelna.
b) Pokudje f monomorfsmus, pakje f iisomorfismus.
c) Zobrazeni X — f (X)+e,je také linedrni.
d) Pokud mé f hodnost 3, pak f je monomorfismus.
2. At S=(S,....S,), 2<mM<n, je linedrn& nezavisly seznam vektort z R" . Vyberte nutné
pravdivé tvrzeni:
a) Seznam S nemiZe generovat R".
b) Seznam S nemize byt bazi R".
c) At zeseznamu S odebereme jakykoli vektor, bude nové vznikly seznam generovat R" .
d) At ze seznamu S odebereme jakykoli vektor, bude nové vznikly seznam linearné
nezavisly.
3. Af mad soustava linedrnich rovnic A-X =D pravé jedno fedeni. Potom nutné plati:
a) Vektor b je nutné nulovy.
b) Matice A maé vice sloupcl ne? fadka.
c) Soustava linedrnich rovnic A-X =0 ma pravé jedno feseni.
d) Matice Aje ¢tvercova a determinant matice A je nenulovy.
4. Prolinedrni prostor L nad FF a jeho libovolné podmnoziny M a N vidy plati:

a) span(M)cspan(L/M).

b) span(M UN)cspan(M)uspan(N).

) span(M)=span(N).

d) span(M UN)cspan(LU(M NN)).
Cast
Definujte pojmy obraz (image) linedrniho zobrazeni z prostoru L, do prostoru L, a hodnost
linearniho zobrazeni.

Zformulujte a dokaZte Frobeniovu vétu o existenci a tvaru reseni soustav linearnich rovnic nad
télesem .

CastC:

V R¥se standardnim skalarnim souginem je linearni podprostor W zadan rovnici 3x+4y—-z=0.
Naleznéte jakoukoliv bazi (bl,bz,b3)prostoru R? tak, aby platilo b, eW a b2 €W . Ovétte jakymkoli
zptsobem, ze (b;,b,,b, ) je baze prostoru R®. Bézi(h,,b,,b; ) ortogonalisujte Gram-Schmidtovym

ortogonalisa¢nim procesem. Vyslednou ortogonalni bazi oznacte (Cl,CZ, C3)a ovérte, Ze je

ortogonalni.
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Vysledky
Cast A:

1. b)
Pokud je f monomorfismus, tak plati dEf( f ) =0. Protoze
rank( f ) = dim( Li)—def ( f ) =4, plati rank( f ) = dim(Lz) a zobrazeni je tedy
epimorfismus a proto zaroven isomorfismus.

2. d)
Kdyby toto neplatilo, tak by byl plvodni seznam linedrné zavisly, protoze bychom misto
odebrani odebirany vektor vynulovali, pouZili ty samé koeficienty a seznam by tak byl
linearné zavisly.

3. ¢
Pokud mé soustava A-X =D jen jedno feseni, je bud' b nulovy — v tom ptipadé c) stejné plati,
protoze vlastné kopiruje otazku. Pokud je b nenulovy, tak ma soustava A-X =0 pouze
trividlni reSeni, protoze sloupce takové matice, aby bylo jen jedno reSeni pro nenulovy vektor
musi byt linedrné nezavislé a jejich linedrni kombinace muze byt jen trividlni. Pozor na
moznost d). | nectvercové matice mohou mit jen jedno reseni (pokud majinulovy posledni
Fadek i posledni polozku vektoru b, splfiuji podminku rank(A) = rank(Al b) z Frobeniovy
véty)

4. Mnotina Span ( L U(M NN )) bude vidycky vétsi nez span ( M UN ), protoze vibec

nezélezi na velikosti M U N napravo. Jedn4 se totiZ o spojeni L, které je fundamentélné
vétsi neZ kterékoliv jeho podmnoZiny a jelikoz se jedna o operator inklusivni podmnoziny,
neexistuje zplsob, jak by leva strana mohla byt vétsi nez prava.

Cast B:

(2):

Mé&jme matici A:F°——IF" ve sloupcovém zapisu (al,..., as)a vektor b z " Tvrdime, Ze (A| 5)
ma Feeni pravé a jen tehdy, kdyz rank(A)= rank(A| 5) .

Vime, Ze <A| 5) ma fedeni pravé a jen tehdy, kdyz b e im(A). Protoze im(A) =span(a1,...,as) ,
plati, ze (A| 5) ma Fedeni pravé a jen tehdy, kdy? b € span (ai, - as) . Staci tedy dokazat, ze

be Span(al,...,as)prévé a jen tehdy, kdy? rank(A) = rank(A| 6) )

Protoze b espan(a,,...,a; ) pravé a jen tehdy, kdyz span(a,,..., &) :span(ai,...,as,k;), staci
dokazat, Ze plati span (a1 aS,E) =span(a,,..., &, ) pravé a jen tehdy, kdy?

rank (A) = rank(Al 6).

Smér =:

To je jasné, protoze rank(A)=dim(span(a,,...,a,))a rank<A| 5)=dim(span(a1,...,as,5)).
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Smér <:

At rank (A) = rank(A| 5) . To znamena, e plati dim(span(al,...,as)) = dim(span(al,...,as,ﬁ)) .
Protoze dim(span(a,,...,a,))je linedrnim podprostorem prostoru dim(span(al,...,as,ﬁ)) stejné
dimense, plati dim(span(a,,....a, )) :dim(span(al,...,as,ﬁ)).

(2):

(i) Chceme dokazat, 7e pokud X = P+ %, kde X, je né&jaky vektor z ker(A), tak AX=b .

(ii) Chceme dokézat, Ze pokud AX = b,tak X = P + X, pro viechna X, z ker(A) .

Budeme poutzivat, ze plati Ap=b.
(i) AX=A(P+%,)=Ap+A%, =Ap+0=h+3G=h

(ii) Vime, 7e plati AX =D a Ap = b . Pro X miizeme napsat X = f)+(>?— ﬁ) Musime dokazat, 7e
()?— r)) lezi v ker(A) . To vyplyva z rovnosti A()? — f)) =AX-Ap= b —b =0 az faktu, %e nulovy
vektor lezi dle definice v jadre.

Cast C:

Vybereme dva linedrné nezavislé vektory, které sedi do rovnice 3x+4y—z =0. Zvolme tfeba

4 3
b,=| -31,b, =| 0 |. Zapo&néme Gram-Schmidtliv ortogonalisaéni proces. Mizeme vyuzit
0 3
nezavislosti velikosti vektoru na ortogonalité a zbavit se tak vyslednych zlomkd.
4
c,=b=|-3
0
3 4
<|0|]| -3|>
3 3 | 0 4 3 T 4 1 27 9
c,=|0 -3 O|-—:|-3|=—-| 36 12
4 4 25 25
0 3 0 75 25
<=3 -3|>
0 0

Treti vektor je mozna jednodussi ziskat vektorovym soucinem.

4 9 ¢ 0 0 0 1 —75 -3
12 e, 9 g

Cc;=bxb,=|-3 12 e,|=4- +3- =48/ 0|-100| 1 |+27|/0|-75/ 0 |=| -100 |~| -4
25 g 25 e

0 25 ¢ 1 0 1 0 75 3
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Nezapomeneme ovéfit, Ze je baze (Cl, C,, C3) opravdu ortogonalni.

4 9
<|-31|| 12
0 25
4 (-3
<|-3||| -4
0 3
9 -3
<12 ||| -4

>=4-9+(-3)-12=0

>=4-(-3)+(-3)-(-4)=0

>=9.(~3)+12-(~4)+25-3=0.

43)(-3)(9

Hledany seznamije (| =3 |,| -4 |,| 12 |).

0 3125
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Cast A:

1.

5.2.2019

Matice A je nilpotentnia plati A° =O. Vyberte nutné pravdivé tvrzeni:
a) Matice Ama inversi.

b) A°=0.
) A =0.

d) Matice A’nemad inversi.

2. Je dano linedrni zobrazeni f : R®——R%av R*t¥i rizné vektory V,,V,,V, takové, ze

f(v)=0,f(v,)=0a f(Vv;)=0.Hodnost zobrazeni f nemasze byt:

a) 3.
b) 2.
c) 1.
d 0.

At A je redlna matice typu 2x 2, at kazda ze soustav A-X =€,a A-X =€, ma feSeni. Pak
nutné plati:

a) det(A) =0.

b) Soustava A-X =g, +€,ma pravé jedno feseni.

c) Soustava A-X=Eg, +€,ma nekonetné mnoho fedeni.

d) Existuje vektor b € R?takovy, ze soustava A-X =b nemd fedeni.
Mé&jme ¢tvercovou matici Atypu NxN. Potom nutné plati:

a) det(26-A)=26"-(det(A))".

b) det(26-A)=26-det(A).

c) det(26-A)=26-(det(A))".
(26-A)

d) det(26-A)=26"-det(A).
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Cast B:
Definujte pojmy jadro linedrniho zobrazeni a linedrni podprostor linedrniho prostoru.

DokaZte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni: Jestlize f : L—— L je linedrni zobrazeni. Potom ker( f )

je linedrnim podprostorem prostoru ker( fof )
Cast C:

’ 2 2. . , , , v v s , , 1 2
Necht f,g:R°——IR"sou linedrni zobrazeni. Méjme usporadané baze A= v ),

1) (1
B= ((J,(Zj) . Matice zobrazeni f vzhledem k bazi A a matice zobrazeni ¢ vzhledem k bazi B

1 2 3 3
jsou poporadé ( j, { j Naleznéte matici zobrazeni f o @ vzhledem k bazi A. Naleznéte

2 3,2 4
3
coordA(3J.
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Vysledky

Cast A:
1. ¢
A=A’ A=0-A=0.
2. a)

Pokud f posila tfi rizné vektory na nulu, tak je nejpfiznivéjsi podminka pro obraz, kdyby byly
viechny linedrné zavislé. Tim padem by byl defekt roven jen jedné a obraz by byl roven 2.
Nikdy vSak nedosahne na trojku, protoze by se muselo jednat o monomorfismus, a to
v tomto pfipadé nejde.
3. b)
ProtoZe jsou vektory € a €, linedrné nezavislé, musi platit rank(A) =2= dim(Lz) a
zaroveri def (A) = dim(Ll) — rank(A) =2-2=0. Matice Aje tedy isomorfni a pro
viechna b ze span(e;,e, ) ma soustava A-X =b pravé jedno feseni.
4. d)
Vyplyva z identity det(k- A, )=k"- A,
Cast B:
Necht f:L ——L, jelinedrni zobrazeni, at V je vektor z mnoziny ker( f ) Potom z definice jadra
plati f (\7) =0.0dtud f (6) =f (f (\7)) =fof (\7) =0. Celkové tak plati, Ze pokud V € ker( f ),
tak Ve ker( fof ), z ¢eho? vyplyva ker( f ) c ker( fof )

w0l oo

Abychom mohli spoéitat f o g, musime mit obé zobrazeni vzhledem ke stejné bazi. Pfevedeme tfeba

Cast C:

[g]B na [g]A. K tomu je potfeba spocitat [g]A =T, O[Q]B o Ty, a, takZe hleddme matice T, ; a
T

vektorQ v bazi A, takZe dostavame

na-lbl)-(5 2[3G 2530 o)

Matici T, 5 spocitame bud'inversi nebo stejnym zplisobem, tedy

. 0 -1/3) (0 3
Taoe =(Tesn) =3 1 1/3) (1 -1)

8,4 - Najdeme jako prvni tfeba Tg , , . K tomu potfebujeme vyjadfit vektory v bazi B pomoci
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Dosadime do vySe zmifnovaného vzorce a ziskavame.

SENETRRAR TR (L K

Hledana matice[ f ]A o[g]Aje

[f]AO[g]A:[g]A'[f]A:G ;‘M; 3:(153 282j

3 1 1 2) (3
Hledané soufadnice jsou coord , ( 3 )= 1 , protoze 1- 5 +1. 1713 )
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Cast A:

28.1.2019

Necht f :R®——R3je linearni zobrazeni. Vyberte nutné pravdivé tvrzeni:

a)
b)
c)

d)

Pokud je f monomorfismus, pak je f iisomorfismus.
Pokud ma f jadro celé R®, pak matice zobrazeni f neni diagonalisovatelna.
Zobrazeni X > f (X)+e,je také linedrni.

Pokud je f nilpotentni, pak md hodnost 3.

Nechtje S = (Sl,...,Sm), 2<m<n, linedrné nezavisly seznam vektori z R" . Vyberte nutné

pravdivé tvrzeni:

a)
b)
c)

d)

Seznam S mozZe byt bazi R".

Seznam S nemdze generovat R" .

At ze seznamu S odebereme jakykoli vektor, bude nové vznikly seznam linedrné
nezavisly.

At ze seznamu S odebereme jakykoli vektor, bude nové vznikly seznam generovat R" .

Mé&jme soustavu linearnich rovnic A-X =D s ¢tvercovou matici A. Rozhodnéte, které
z nasledujicich tvrzeni plati:

a)
b)

c)

d)

Pokud ma soustava vice feSeni, podle Cramerovy véty nalezneme feseni nulové.
Pokud ma soustava pravé jedno feseni, pak ma i soustava (A' A) <X =D pravé jedno
feseni.

Pokud soustava nema reseni, mQzZe mit feseni soustava (A' A) -X=Db.

Determinant matice A je nutné nenulovy.

V. P . / ; 3 , / , v. v v/
Méjme dan linearni prostor R’ se standardnim skalarnim sou¢inem a v ném usporadanou

ortogondlni bazi B =(b;,b,,b;). Potom plati:

Vektory b;,b,,b,, jsou nutné jednotkové.
Nikdy nemuze platit rovnost /< b, b, >=0.

Existuje vektor z R?, ktery Ize zapsat dvéma rliznymi zpUsoby jako linedrni kombinace
vektor( z baze B .

Projekce vektoru b, na rovinu zadanou vektory bla b, je nutné nenulova.
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Cast B:
Definujte pojmy jadro linedrniho zobrazeni a obraz linedrniho zobrazeni.

At A je ¢tvercova matice. Dokazte, poptipadé vyvratte protipfikladem nasledujici dvé tvrzeni:

Kdy? je matice A diagonalisovatelnd, pak je diagonalisovatelnd i matice AZ.

1.
2. Kdy? je matice A? diagonalisovatelnd, pak je diagonalisovatelna i matice A.

Cast C:
1Y(2)(1
Je déno linearni zobrazeni f :R®*——>R3a seznam vektori B :(bl,bz,bs):( 2, 51,| 3. Vite,
2)(3)(2
2 2 0
7e plati rovnosti f (b1) =41 f (bz) =/6]|f (bs) =| 0 |. Naleznéte matici zobrazeni f vzhledem
4 3 1

k bazi B . Dale naleznéte soufadnice né&jakého vlastniho vektoru zobrazeni f pfisluseného vlastnimu

¢islu 2 vzhledem k bazi K.
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Cast A:

1. a)
Pokud je f monomorfismus, tak plati def( f ) =0. Protoze
rank( f ) = dim( Ll)—def( f ) =3, plati rank( f ) = dim( L2) =3 a zobrazeni je tedy
epimorfismus a proto zaroven isomorfismus.

2. ¢
Kdyby toto neplatilo, tak by byl plvodni seznam linedrné zavisly, protoze bychom misto
odebrani odebirany vektor vynulovali, pouZili ty samé koeficienty a seznam by tak byl
linearné zavisly.

3. b)
Vzhledem k tomu, Ze je matice ¢tvercovd, musi byt v pripadé jednoho feseni i reguldrni.

Regularita je imunni vi&i mocnéni, protoze pokud plati det(A) # 0, tak musi nutné platit
det(A' A) = det(A) . det(A) = det? (A) # 0. Jinymi slovy — nelze determinant mocnénim
matice vynulovat, protoZe se jednd o mocnéni nenulového cisla. Nové vznikla rovnice ma tak
feSeni

4. b)
Definice skaldrniho soucinu fikd < X|X> >0a < X|X > =0pravé a jen tehdy, kdyz x=0.

Vektory v bazi viak nemohou byt nulové, a proto nemize platit \/<b, |b, >=0.
Cast B:
1. Af A je étvercovad matice. Pfedpokladejme, Ze je diagonalisovatelnd. Potom existuji matice D a

P takové, e plati A=P - D-P. Pro matici A’ plati

AN=P*.D-P.-P".D-P=P*'.D-D-P=P*.D*-P.

0 1 , (0 1)(0 1 00
2. At A je ¢tvercovd matice. Zvolme A= .Potom A" = . = . Matice
00 0 0)l0 O 00

A% je diagonalni. Matice A viak ne. Druhé tvrzeni proto neplati.
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Cast C:
1) (2) (1 2 2 0
B=(b,b,,b,)=(2]|5[[3)], f(b)=|4]| f(b)=]6] f(b)=|0
2)\3)(2 4 3 1

Oznacme [ f ]B matici zobrazeni vzhledem k bazi B se zminénymi pfifazenimi. Hleddme takovou

[ f]B , pro kterou plati

12 1) (2 20
[f],|2 5 3|=|4 6 0|
2 32 4 31
Dostavame
2 2 0)(1 2 1Y (2 20\(1 -1 1 6 -2 0
[f],=|4 6 0|2 5 3| ={4 6 0|2 0 -1|=[16 -4 -2|.
4 3 1)\2 3 2 4 3 1)\-4 1 1 6 -3 2

Ted je otazka, zda budeme véfit zadani, Ze ma matice [ f ]B vlastni éislo opravdu 2 . Na ovéfeni neni

nic sloZitého. Musi totiz platit

det([f],—2-E,)=0

4 2 0
4 -2
16 6 —2=—(-2) -
6 -3
6 -3 0

Najdeme vlastni vektor vzhledem k vlastnimu ¢&islu 2 .
4 -2 0|0 16 -6 -2|0 8 -3 -1|0 8 -3 -1|0
6 6 -2|0(~j0 2 -2(0|~/0 1 -1|0|~/0 1 -1/0
6 -3 010 6 -3 010 0 1 -1/0 0O 0 010

1
Hledany vlastni vektor je na pfiklad | 2 |. Nyni jej stadi jen pfevést do kanonické baze.
2
1 2 1)/1 7
Hledany vlastni vektor k vlastnimu &islu 2je | 2 5 3 |-| 2 |=| 18 |a matice zadaného zobrazeni
2 3 2)\(2 12
6 -2 0
vzhledem k bazi Bje |16 -4 -2 |.
6 -3 2
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Cast A (max. zisk 20 l)Odﬁ) Odpovézte jen tabulkou s Eislem otdzky a pismenem oznafujicim Vadi odpovdd’. KaZd4 otdzka
ma pouze jednu spravnou odpovéd. Za spravnou odpovid je +5 bodil, za nevypln&nou odpovid’ 0 bodil a za nespravng vypln&nou
odpovid’ -2 body. Pokud je celkovy soufet bodii v &4sti A zdporny. je tento soufet pfehodnocen na 0 bodil.

1. Tvrzeni: mnoZina span(M) je linedrné nezdvisld mnoZina

(a) plati pro jakoukoli mnozinu M vektori v linedrnim prostoru L.
(b) plati pro jakoukoli neprizdnou koneénou mnozinu M vektorii v linedrnim prostoru L.
(¢) plati pro jakoukoli nekoneénon mnozinu M vektorti v linearnim prostoru L.

(d) neplati pro Ziddnou mnozinu M vektorti v linedrnim prostoru L.

(S

. At je dina matice A : F* — F”. Potom nutné plati:

(a) pro jakykoli vektor b z F™ ma soustava linedrnich rovnic A - x = b vzdy alespon jedno feseni.
(b) existuje vektor b z F”, pro ktery nema soustava lineirnich rovnic A - x = b zidné feseni.
(c) maticova rovnice AX = E,, nemd zadné feseni,

(d) existuje vektor b z F”, ktery je linearni kombinaci sloupcii matice A.

w

. Af W je linearni podprostor prostoru (Z3)® dimense 2. Potom poéet vektorii ve W je
(a) 3%,
(b) 32,
(c) 28,
(d) 25.
4. At f: Ly — L, je linedrni zobrazeni mezi konecné dimensionalnimi lineirnimi prostory L; a Ls. Které
z nasledujicich tvrzeni nutné plati?
(a) dim(im(f)) < dim(L,).
(b) dim(im(f)) < dim(ker(f)) — dim(L,).
(c) dim(ker(f)) < dim(L,).
(d) dim(L,) < dim(L,).

Cast B (max. zisk 20 bodl'l) V odpovédi je tfeba uvést definice uvedenych pojmil a dile podrobnou a smysluplnou
argumentaci, kterd objasfiuje pravdivost uvedeného tvrzeni. Za spravnd formulované definice je 10 bodil, za spravné vedeny diikaz
je dal3ich 10 bodi.

Definujte (celymi vétami) pojmy standardni skaldrni soucéin v prostoru R™ a ortonormdlni bdze prostoru R" se
standardnim skaldrnim soucinem.

Dokazte: Matice A = (a;,....a,) : R® — R" spliuje podminku A~! = A7 pravé tehdy, kdyZz seznam
(a....,a,) tvoii ortonormalni bazi prostoru R” se standardnim skalirnim souéinem.

Cast C (max. zisk 20 bodﬁ) Kromé zfeteln® oznaleného vysledku (tj.. odpovédi celou vétou) je nutné odevzdat viechny
mezivypodty a strufné zdiivodn®ni postupu. Postup musi byt zapsan pfehledn® a srozumiteln&. Za chybny postup neni moZné dostat
body, atkoli n&jaké vypolty jsou odevzdany. Za numerickou chybu, ale jinak spravny postup, se strhava 1 nebo 2 body. Za fést
vypoftu je udélen odpovidajici pom&rny podet bodil z dvaceti.

Rozhodnéte, zda redlnou matici

0

=

1
1
1

(8
oo

Ize diagonalisovat. V kladném piipadé piislusnon diagonilni matici napiste, v zaporném pfipadé vysvétlete, proé
diagonalisovat nelze.

Zavéreénou odpovéed zapiste celou vétou.
LS 2018: ukazka pisemného testu z B6BO1LAG

32



Tomas Hauser

Vysledky

Cast A:

1. d)

Kazdy linearni obal obsahuje nulovy vektor, takZe se jedna o linedrné zavislou mnoZzinu. Pro

pripad span(M ) = {6} slouzi definice, ktera fikd, zZe se jedna o linedrné zavislou mnozinu.
2. d)

Zvolime-li b =0, vidycky bude existovat trividlni linedrni kombinace.
3. b)

. o . 6 . 2
Pro takovou dvoudimensionalni mnozinu v (Z,)  musi existovat bijekce (Zg) —— 7.

ProtoZe obecné téleso (Fn)m obsahuje n™ vektord, je jasné, Ze to musi byt 3.

4. ¢)
Dimense L, je pfirozené vidycky vétsi nebo rovno nez dimense jadra, nebot

dim(L,)=dim(ker(f))+dim(im(f)), kde dim(im( ))je vidy kladné &islo.
Cast B:
Necht A:R"——R"je ¢tvercova matice se sloupcovym zapisem (ai,..., an) , kde seznam

(al,...,an) tvofi ortonormalni bazi prostoru R" . Matice A" ma radkovy zapis (aiT ,...,aI ) .Plati

T T T

a -a a -a, - oa-a ) (<ala> <ala> - <ala>
T T T

AT A a, -a, a,-a - @ -a | |[<qla> <zyla,> - <ala>
T T T

an .al an .aZ T an 'an <an|a1> <a‘n|a'2> o <an|an>

Z ortonormality (al,...,an) vyplyva, Ze pro jakykoliv skaldrni soucin <a, | a; >, kde I, j € {1, 2,...,N

1 0 0 O
; (i=jl1 T _ 0100 _ T -1
plat|<ai|aj >—{i¢j|0,aprotoA A= L) =E atedy A =A".
0 0 0 1

j
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Cast C:

Provedeme vypocet charakteristického polynomu.

0 10
char,, , ,(4)=det(-4 4 0|-A-E)=0
[—440} -2 1 2
-2 1 2
-2 1 0 P
— — = — ._ = — of — . — — — 3 2_
421 41/1 20,1 (2-2) 4 4 (2-=2)-(-A-(4-2)+4)=-2°+61*-121+8

Hornerovo schéma

-1 6 | -12 | 8

-1 -1 7 -19 | 27

1 -1 5 -7 1

Charakteristicky polynom je tedy char{ o 1 OJ 1) = —(i - 2)3 .

-4 40
212

Ovéfime, zda se aritmetickd ndsobnost charakteristického polynomu rovna geometrické.

0-2 1 0 -2 10 -4 2 0 -4 2 0
def( 4 4-2 0 |)=def(—4 2 0|~|-2 1 0|~| 0 0 0] =2=deg((x-2)")
-2 1 2-2 -2 10 0 0O 0 0O
0 10
Matice | =4 4 0 |neni diagonalisovatelnd, protoZe se aritmeticka ndsobnost jejiho
-2 1 2

charakteristického polynomu nerovna geometrické.
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Cast A (max. zisk 20 bodii) Odpovézte jen tabulkou s Fslem otdzky a pismenem oznafujicim Vadi odpovad’. KaZds otdzka
ma pouze jednu spréavnou odpovéd. Za spravnou odpovid' je +5 bodil, za nevyplnénou odpovéd’ 0 bodil a za nespravng vyplnZnou
odpovid’ -2 body. Pokud je celkovy soufet bodi v &asti A zdporny. je tento soufet pfehodnocen na 0 bodil.

1. Necht ma matice A 5 fiadkil a 4 sloupce, defekt def(A) = 2. Pak nutné plati:

(a) Sloupce matice A tvofi linedrné nezivisly seznam vektorii.
(b) Upravy matice A Gaussovou eliminaéni metodou mohou defekt zvysit.
(c) dim(im(A)) > 2.
(d) Kazda nehomogenni soustava (pro libovolné b) Ax = b ma nekoneéné mnoho feseni.
2. Budiz B matice typu 3 x 3. necht soustavy Bx = e;, Bx = e; a Bx = e3 maji kazda pravé jedno feSeni
(poporadé a;, a; a a3). Pak musi bijt nutné pravda:
(a) Seznam vektorii (a;,as, a3) je linedrné zavisly.
(b) det(2-B) =0.
(c) det(B*) > 0.
(d) K matici B existuje matice inversni.
3. At A je regulirni étvercova matice typu m x m, at B je matice s n lineirné nezavislymi sloupci typu a
m Fadky, kde m # n. Vyberte nutné pravdivé tvrzeni.
(a) Sou¢in B - A neni definovin.
(b) Souc¢in A - B nema lineirné nezavislé sloupce.
(c) det(A-B)#0.

(d) B je epimorfismus (surjektivni lineirni zobrazeni).
4. Uvazujme linearni prostor C nad télesem C. Vyberte nepravdivé tvrzeni.

(a) Seznam vektorii (1,i) z C je linearné nezavisly.
(b) dim(C) < 3.
(¢) V zadaném lineirnim prostoru existuje pravé jeden nulovy vektor.

(d) Seznam vektorii (1 +i,1 —1) z C je linearné zavisly.

Cast B (max. zisk 20 bodil) V odpovidi je tfeba uvést definice uvedenych pojmii a ddle podrobnou a smysluplnou
argumentaci, kterda objasfiuje pravdivost uvedeného tvrzeni. Za spravné formulované definice je 10 bodii, za spravné vedeny diikaz
je daldich 10 bodii.

Definujte pojmy: wvlastni hodnota linedrniho zobrazeni, vlastni vektor linedrniho zobrazeni.

Dokazte, ze pokud ma reilna matice A typn 2 x 2 vlastni vektory v; a v prislusné riiznym nenulovym vlastnim
hodnotam a; a ag, pak je (v;.vs) linedrné nezavisly seznam vektorti v R? nad R.

Cast C (max. zisk 20 bodii) Kromé zfetelnd oznafeného vysledku (tj., odpovédi celou vitou) je nutné odevzdat viechny
mezivypodty a struéné zdiivodnini postupu. Postup musi byt zapsan pfehledné a srozumiteln&. Za chybny postup nenf moZné dostat
body, atkoli n&jaké vypodty jsou odevzdany. Za numerickou chybu, ale jinak spravny postup, se strhava 1 nebo 2 body. Za &ést
vypoftu je udélen odpovidajici pom&rny pofet bodil z dvaceti.

V tomto piikladu pracujeme s linearnim prostorem R? nad R se standardnim skaldrnim souéinem. Méjme vektory
i i T 2 1 Ty -2

v a w, které maji vzhledem k uspofiadané bazi B = (( 1 ) s ( a0 )) soufadnice coordg(v) = ( p )) a

3

1

primku zadanou rovnici y = z, a a; je kolma projekce vektorn w na primku zadanou rovnici y = z. Jaky je
determinant matice A? (Nipovéda: nejdiive si nakreslete obrizek situace.)

coordg(w) = )) Af A je matice typu 2 x 2 se sloupci (a;.a2), kde a; je kolma projekce vektoru v na

LS 2017: ukdzka pisemného testu z B6BO1LAG
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Vysledky
Cast A:
1. ¢
Matice A je matici zobrazeni A:F*——TF°. Pro dim(im(A)) plati
dim(im(A)) = dim(Ll) —def (A) =4—2=2. Abychom v3ak mohli pouZit moznost c),

musime dokazat, Ze ostatni moznosti jsou nepravdivé. MozZnost b) zjevné neplati. Pro

01 2 3 01 2 3

0 0 45 0 00 12
moznost a) je protipfiklad [0 0 O O [apromoznostd) |0 O 0 0] 3].

0 00O 0 00 0|4

0 00O 0 00 0|5

2. d)
Pokud je matice ¢tvercova a ma pro néjaky vektor pouze jedno rfesSeni, musi byt reguldrni, a
tedy i invertibilni.

3. a)
Maticovy soucin ma smysl pravé a jen tehdy, kdyz je pocet sloupct prvni matice roven poctu
radkd druhé. U soucinu B - A, musi platit m=n, coZ dle zadani neplati.

4. a)
Seznam (1,i)je linedrné zavisly, protoze existuje netrivialni fesSeni linearni kombinace
a-1+a,-i=0,ato1l-1+i-i=0.

Cast B:
Necht A je redlna matice typu 2x 2, vektory V,,V, jeji vlastni vektory pfislusné rGznym nenulovym

vlastnim hodnotam a,,a, . Méjme linedrni kombinaci vektor V,,V, se skalary £, /,z R
B+ 5,0V, =0.
Vynasobime rovnost matici A.
B-AVv,+L,-Av,=0
Dosadime dle rovnosti A-v=a-V.
Ba-vi+p,-a,-v,=0
Vynasobime pdvodni rovnost vlastni hodnotou a, .
Ba-vi+p-a-v,=0
Vezmeme rozdil ziskanych dvou rovnosti.
Ba-vi+f,-8,V,— -8,V +f,-8-V,=0
O'ﬂl'ai'vﬁ‘ﬁz'vz(az _ai):(_j-
ProtoZe V, #0,a, # a,, musi platit £ = /5, =0a vektory V,,V, jsou tedy linedrné nezavislé.
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Cast C:

B= (@)[g) coordg (V)= ((_42]), coord, (w) = ([ij)

ProtoZe je determinant imunni vic¢i zméné baze, nemusime nic prevadét. Abychom mohli pocitat
projekci, musime prevést pfimku na tvar afinniho podprostoru.

pry=X
p:x—y=0

p:(1-1]0)

1
e

Spoditame determinant matice A.

L))
det(A) = det((a,, a, )) = det(

Determinant matice A je roven nule.

Obrazek:
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Cast A:

1.

Cast B:

23.1.2020

At ma &tvercova soustava linearnich rovnic A-X =Db nad [F alespo#i jedno Feeni. Potom
nutné plati:

a) Matice Ama inversi.

b) Soustava (A+ En)-X =b ma pravé jedno feseni.

c) Vektor b je linedrni kombinaci sloupct matice A.
d) Matice A ma nulovy determinant.

At F :R*——R?je matice linearniho zobrazeni f :R*——>R3a rank( f ) =3. Potom
V nemuze byt:

a) matice transformace souradnic.

b) diagonalisovatelna matice.

c) matice rotace.

2 0
d) matice projekce na rovinu uréenou vektory | 3 |a | 1
0 0

Vektor V linedrniho prostoru L nad R ma vzhledem k uspoFadané bazi (b,b,...,b,)
souradnice (ai,az,...,ah)T . Potom vektor 6-V ma vzhledem k uspotadané bazi
(3-b,,3-h,...,3-b, ) soutadnice:

a) (18-a,18-a,,..,18-a,)'

b) (2-a1,2-a2,...,2-aﬁ)T

o (a/2a,/2..4a, /2)T

d) Soufadnice nelze uréit, protoze (3'b1,3-b2...,3~bn) neni uspofadand baze.

At linedrni prostory L, a L, maji kone¢nou dimensi. At f :L,——L, je epimorfismus a at

md linearni zobrazeni f vzhledem k né&jakym bazim prostori L, a L, matici zobrazeni F .
Potom nutné plati:

a) def(f)>0.

b) Soustava F -x =Db ma feseni pro libovolny vektor b z L, .

c) Prokazdy vektor W eW existuji alespofi dva vektory V,,V, € L takové, Ze
f(v)="f(v,)=w.
d) dim(L)>dim(L,).

Definujte pojmy soucin matic (nad télesem IF') a transponovana matice k matici.

Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni:

At Aa B jsou symetrické matice stejnych rozmér( nad télesem [F . Potom je matice B- A opét

symetrickd matice.
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Cast C:

V prostoru R*se standardnim skalarnim souginem jsou dany primky

6 -3 -1 -3
7= 3 |+span(| 2 |), #'=| -7 |+span( 3 |).
-3 4 4 8

1. Rozhodnéte o vzajemné poloze pfimek 7a 7' .

2. Spocitejte vzdjemnou vzdalenost a)(ﬂ', 72") pfimek 7a 7.
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Vysledky
Cast A:
1. ¢

At X je Fedenim soustavy A-X =b o soufadnicich (Xl,..., Xn) a matice A ma sloupcovy zépis

n
(al,...,an) . Potom lze vektor b zapsat jako Zai - X; , tedy linedrni kombinaci sloupcl
i=1

matice A.
2. d)

Ze vzorce pro vypoclet matice projekce F = A-(AT ~A)_1 - AT vyplyvd, Ze takova matice musi
byt nutné ¢étvercova, protoZe pokud je matice Atypu mxn, tak je vyslednd matice
produktem (mxn)-(nxn)-(nx m), tedy mxm.

Pozndmka: na zaddni této otazky bylo opravdu Spatné vidét, takZe je mozné, Ze je v tomto

dokumentu chybné zapsana.
3. b)

n

Vime, 7e V = Zai -b, . Pro vektor 6-V vzhledem k bazi (3-b1,3-b2...,3-bn)spoél'tejme faktor
i1

k , ktery je potieba doplnit pfed jeho soufadnice.

6-v=zn:3-k-ai-bi
i=1

6-v=3-k-Ya b

i=1

n
A protoZe V= Zai -b,, dostdvéme

i1

6-v=3-k-v
k=2.
Vysledné soufadnice tedy musi byt (2-a1,2-a2,...,2-ah)T .
4. b)

ProtoZe se jednda o epimofrismus, je jasné, Ze rovnice F - X = b musi mit fe$eni pro jakykoliv
vektor bz L.
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Cast B:

Necht Aa B jsou matice stejnych rozméri nad télesem IF . Pfedpokladejme, 7e Aa B jsou
symetrické. Potom plati A= A" a B=B" . Pro sou¢in B- A miazeme napsat B' - AT.

Ptedpokladejme, e plati B - AT =(B-A)T .
Kvali identité BT - AT :(A- B)T vsak staci dokazat, ze (B~A)T ;t(A- B)T .

T T
Pfedpokladejme, Ze plati (B-A) =(A- B) . Po transponovani obou stran dostavame

((a-B)) =((B-A))
A-B=B-A.

ProtoZe je nasobeni matic z definice obecné nekomutativni, nemuze tato rovnost vidy platit a soucin
B - A tedy nemUZe byt vidy symetricky.

Poznamka: Neni potifeba to takhle dokazat — staci vymyslet protiptiklad. Tohle je hlubsi pohled na
véc.

Cast C:
6 -3 -1 -3
7= 3 |+span(| 2 |), #'=| 7 |+span(| 3 |)
-3 4 4 8
-3 -3
1. Pfimky 7 a 7' jsou mimobé&Zné, protoze vektory | 2 |a | 3 |uréujici jejich smér jsou linedrné
4 8
nezavislé.

2. Hledand vzdalenost je

7 4
<10 ||| 12 |> 4
"N _ : Nl _ H ' _<p—p,|SXS> _ —7 -3 _
0)(72', 4 ) - Hrejspan(s,s’) ( p-p )H - ”projspan(sxs) ( p-p )H _” ms XS ||_|| ﬁ 12 ”_ 13.
<l12|[12 |>"
-3) (-3
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Cast A (max. zisk 20 bodl.l) Odpovézte jen tabulkou s &islem otdzky a pismenem oznafujicim Vai odpovid’. KaZda otdzka
ma pouze jednu spravnou odpovéd. Za spravnou odpoved je +5 bodil, za nevypln&nou odpovéd’ 0 bodil a za nespravné vyplnénou
odpovid’ -2 body. Pokud je celkovy soufet bodii v &4sti A zdporny. je tento soufet pfehodnocen na 0 bodil.

1. At A a B jsou matice, pro které ma smysl souéin A - B. Pak nutné plati:
(a) rank(A - B) > rank(A).
(b) Kazdy sloupec A - B je linearni kombinaci sloupcit A.
(c) Pokud je A - B étvecova a B ma linedrné nezavislé sloupce, pak det(A - B) # 0.
(d) Pokud ma smyslisoucin B-A, pak A-B-A=B-A-B.

2. At (vy.v2) je uspofddand ortogonalni bize podprostoru span(vy. va) v prostoru R? nad R se standardnim
skaldrmim sou¢inem. Pak nutné plati:

(a) Pro libovolné vz € R®, kde (v; | v3) = {v2 | v3) = 0. je (v1.Vv2.v3) uspofddana ortogonalni bize
linearniho podprostoru span(vy, vz, vs).

(b) Plati {vy | va) = {vi | v1) = (va | v2) =0.
(c¢) Seznam (v; + va, va — vy) je uspofadana bize prostoru span(vy,va).
(d) Pro libovolny vektor b ¢ span(vi, v2) takovy, ze (b | vi) = 0, plati b= o.
3. Af A je matice typu 2 x 2, af A-x =e; ani A -x = e, nema feseni. Pak nufné plati:
(a) A je reguldrni.
(b) A je nulovid matice.
(¢) A-x= ( i ) nema feseni.
(d) Sloupce matice A jsou linedrné zavislé.
4. Méjme tfi étvercové matice A, B a C rozméri n x n, O je nulovd matice n x n.

(a) det(( 3 g ))=det(A)-det(B)-det(C).

(b) det((A — A)-B) = (det(A) — det(A)) - det(B).
(c) 5-det(B) + det(C) = det(5 - B) + det(C).
(d) det(E,)-det(E;!) = —1.

Cast B (max. zisk 20 bodili) V odpovidi je tfeba uvést definice uvedenych pojmii a ddle podrobnou a smysluplnou
argumentaci, ktera objasfiuje pravdivost uvedeného tvrzeni. Za spravnd formulované definice je 10 bodil, za spravné vedeny ditkaz
je dalich 10 bodii.

Dokazte, ze pokud ma redlnd matice A typu 2 x 2 vlastni vektory v, a vo prislusné riizn¥m nenulovym
vlastnim &sliin a; a a,. pak je (vy,v2) linedrné nezavisly seznam vektorti v R? nad R.

Cast C (ma.x. zisk 20 bodﬁ) Kromé zfeteln® oznafeného vysledku (tj.. odpovédi celou viétou) je nutné odevzdat viechny
mezivypodty a struné zdiivodnéni postupu. Postup musi byt zapsdn pfehledn® a srozumiteln®. Za chybny postup neni moZné dostat
body, afkoli n&jaké vypolty jsou odevzddny. Za numerickou chybu, ale jinak spravny postup, se strhava 1 nebo 2 body. Za fdst
vipoltu je udélen odpovidajici pom&my pofet bodil z dvaceti.

Linedrni zobrazeni f : R? — R? je zaddno pfifazenimi
1 —4 1 —10
(o )-(73) «(ip-(7%).

0 y
Naleznéte hodnotu f (( 1 )) Naleznéte matici A zobrazeni f vzhledem ke kanonické bazi K2 prostorn R?.

Diagonalisujte A. Ziavéreénou odpovéd zapiste celou vétou.

02-06-2016: pisemnd zkouZka z B6BO1LAG
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Cast A:

1.

Cast B:

Vysledky

b)
Stadi se podivat, jak je definovdno nasobeni matic. At Aa B jsou matice typu Oxma mxn

o sloupcovych zépisech (ai,az,...,am) , (bl,bz,...,bn) . Sou¢in A-B je matice o sloupcovém
zépisu (A-b, A-b,,..., A-b))=((a, 8,8y ) by (an @08 ) Dy, (8, 85,08 ) D)

m
kde je j-ty sloupec roven linearni kombinaci Z a; 'bj , tedy cely seznam vypada takto
i=1

(ieu -bl,iag -bz,...,Zilai b))

c)
Hledédme k takové, Ze plati k- (v, +V,) =V, -V, , tedy

K-v,+K-v,+Vv,—V,=0

(k+1)-v,+(k-1)-v,=0
aprotoZe V, #0a V, # 0, muselo by platit K =1a zérover k =-1.
d)
Sloupce matice A mohou byt logicky bud' linedrné zévislé, nebo linedrné nezavislé — 72adna
tfeti moznost neni. Pokud by byly linedrné nezdvislé, generovaly by celé R? , a tak by nutné
musela existovat linedrni kombinace —tedy feseni X a X, takova, Zze A-X, =¢a A-X,=¢,,
protoZe €,i €,jsou z R2. -0
b) [ : |

det((A—A)-B)=det(A—A)-det(B)=0-det(B)=(det(A)—det(A))-det(B)

Necht A je redlna matice typu 2x 2, vektory V,,V, jeji vlastni vektory pfislusné riznym nenulovym

vlastnim hodnotam a,,a, . Méjme linearni kombinaci vektordl v,,V, se skalary £, /,z R

ﬂl'vl"'ﬂz'vz =0.

Vynasobime rovnost matici A.

Dosadime dle rovnosti A-v=a-V.

ﬂl'ai'vl"'ﬂz'a'z'vzza

Vynasobime plvodni rovnost vlastni hodnotou &, .

181'a1'V1+ﬁ2'ai'V2:6

Vezmeme rozdil ziskanych dvou rovnosti.
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Bra-vi+p-a,V,—f-a-Vi+0,-8-V,=0
O‘ﬂl'ai'vl"'ﬂz'vz(ai_ai)zo-
Protoze V, # 0 a @, # a,, musi platit 4 = /5, =0a proto jsou vektory V;,V, linedrné nezavislé.

Cast C:

Zobrazeni vektoru (J Ize udélat na priklad jeho vyjadienim jako linearni kombinace jiz zndmych

vzor(, protoze je f linearni.

Gprel sl opr G (G (GG

Stejné viak musime spocitat matici A zobrazeni f , tak si alespofi mGZzeme ovéfit, ze kdyz

0 _
prozeneme vektor (1] matici tohoto zobrazeni, opravdu vyjde { 5 ] .

(G 3
(3 D6 TG D6 DG D)

0 -4 —-6)(0 -6
Ovérime zobrazeni vektoru 1 a vidime, Ze to mame spravné 3 . = .

Hleddme matici A, pro kterou plati

5

Diagonalisujeme matici A.

—4-4 -6
char, (1) :‘

5_/1‘=(—4—/1)-(5—1)+18:22—,1_2:(,“1).(1_2)

Ovérime diagonalisovatelnost.

-4-(-1) -6 ) (-3 -6} (-3 -6}
def([ 3 5_(_1)])—def((3 6))—def([o 0])_1_deg((/1+1))

4-2 -6 6 -6 6 -6
def(( ] S_ZJ):def((B 3j)zdef((0 Oj)zlzdeg((l—z))

-1 0 0 —6
Diagonalni matice k matici Aje ahodnota f(| _ |)je .
0 2 1 5
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Cast A:

Cast B:

14.1.2020

Mé&jme linedrni prostor V , linedrni zobrazeni f :V —V , a dva linedrné nezavislé vektory
veV,weV, které jsou vlastnimi vektory linearniho zobrazeni f pFislusnymi vlastnim
&islim A . Potom plati:

a) f (V) =A-W.
b) Vektor 2-V je vlastni vektor linedrniho zobrazeni f pfisludny vlastnimu &islu 2- 4 .
c) Vektor f (V) je vlastni vektor linedrniho zobrazeni f ptislu$ny vlastnimu &islu 2- A4 .

d) Pronenulové skaldry o a § je vektor o -V + - Wvlastnim vektorem linedrniho

zobrazeni f .
At S = (Sl,...,sk), 2 <K < nje linedrné zavisly seznam vektord z R" . Vyberte nutné

pravdivé tvrzeni:

a) At ze seznamu S odebereme jakykoli vektor, bude nové vznikly seznam linedrné zavisly.

b) At doseznamu S pFidame jakykoli vektor, bude nové vznikly seznam linedrné zavisly.
c) Seznam S mizZe byt bazi R".

d) Seznam S moZe generovat R".

Matice Q ma 19sloupct a 23Fadka. Jeji defekt je 5. Potom nutné plati:

a) Matice Q je epimorfismus.

b) Hodnost matice Q je rovna 18.

c) Hodnost matice Q je rovna 14.

d) O hodnosti matice Q v tomto pfipadé nelze rozhodnout.

Mé&jme ¢tvercovou matici Atypu NxN. Potom nutné plati:

a) det(-5-A)=(-5)"-(det(A))".

b) det(-5-A)=-5-det(A).
c) det(-5-A)=-5-(det(A))".
d) det(-5-A)=(-5)"-det(A).

Definujte pojmy obraz linearniho zobrazeni a linedrni podprostor linearniho zobrazeni.

Jestlize f :L—— L jelinedrni zobrazeni, potom im( f )je linedrnim podprostorem prostoru

im(fof).
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Cast C:
2. , p p -3 .
V prostoru IR” jsou zadany vektory b, = 3 ab,= , kde p € R je parametr.
+P p

1. Naleznéte (jakymkoli zplsobem) mnoZinu P viech p takovych, ze B = (bl,bz)tvoﬁ' uspotadanou

bazi prostoru R?.
Pfidejte drobny komentaF k tomu, jak jste mnoZinu P nasli.

2. Pro kazdé p € P naleznéte matici M linearniho zobrazeni f ' R?—>R?, kde
9
f(b)=f(b,) =( 18j vzhledem ke kanonické bazi K, prostoru IR? (tj. matici M zobrazeni f
vzhledem k bazim K,a K,).

Pfidejte drobny komentaF k tomu, jak jste matici M nasli.
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Vysledky
Cast A:
1. d)
Vime, e je zobrazeni linearni a Ze plati f (V) =A-va f (W) = A-W. Pro linedrni kombinaci
a-V+ [ -WmiZeme tedy napsat
f(a-v+p-w)=a-f(vV)+8-f(W)=a-2-v+B-2-Ww=1-(a-v+B-W),
tedy zkrdcené f(a-v+£-W)=A-(a-v+B-w).
2. b)
To je jasné. Po pridani staci vzit plvodni linedrni kombinaci a pfidat k nové poloZce nulu.
3. ¢
Matice Q je matici linearniho zobrazeni F** —2—>F? a plati

im(Q)=dim(L,)—ker(Q)=19-5=14.
4. d)
Odpovéd vyplyva ze vzorce det(k- A, )=k"-det(A,,).

Cast B:

Toto neplati kviili vlastnosti hodnosti rank(A- B) <min (rank(A), rank(B)) . Sta&i tedy najit
protipriklad.

rank((g ;j):l,ale rank([g ;j(g ;J):rank((g 8)):0.

Cast C:
p p-3
SRALE N
+p p

1. Baze musi byt regularni, a tak staéi spocitat, kdy bude determinant matice B o sloupcovém zapisu
(b,,b,)s parametrem p € R nenulovy.

p p-3
3+p p

2 2
‘z p*~(p*-9)=9
Nehledé na hodnoté parametru p bude determinant nenulovy, a tak mnoZina je mnozina P =R .

p p-3 9 9
2. Hleddme matici Atakovou, ze A- = .
3+p p -18 -18

A9 9 p p-3) (9 9Y1( p 3-p) (-3 3
\-18 -18)3+p p ) (-18 -18)9(3-p p ) |6 -6

-3 3}
pro viechna p.

Hledana matice A zobrazeni f je A:( 6 5
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Cast A (max. zisk 20 bodil) Odpovizte jen tabulkou s &islem otdzky a pismenem oznafujicim Vagi odpovad’. KaZda otdzka
ma pouze jednu spréavnou odpovéd. Za spravnou odpovid' je +5 bodil, za nevypln&nou odpovdd’ 0 bodil a za nespravné vyplnZnou
odpovid’ -2 body. Pokud je celkovy soulet bodil v &dsti A zdporny, je tento soufet pfehodnocen na 0 bodil.

1. Matice A je typu 6 x 6. Determinantem matice A je z definice souéet jistych 6! = 720 élenti. Kolik z nich
je jisté nulovych, pokud a5 = 07
(a) 0.
(b) 120.
(c) 360.
(d) 720.

[V

. Vyberte pravdivé tvrzeni.
(a) Soucinem dvou nediagonilnich matic je vzdy matice nediagonalni.
(b) Souéinem dvon hornich trojithelnikovych matic miize byt matice, ktera neni horni trojithelnikovou.
(¢) Sou¢inem dvou symetrickych matic je vzdy matice symetricka.

(d) Souéinem dvou étvercovych matic miize byt matice neétvercova.

w

. Soustava A - x = b ma feseni pro libovolny vektor b. Pak je pravda:

(a) Zobrazeni A je epimorfismus.
(b) ker(A) obsahuje pouze nulovy vektor.
(¢) Matice A ma hodnost nutné rovnou poétu svyeh sloupeti.

(d) Sloupce matice A tvofi bazi prostorn im(A).

4. Matice A typu 3 x 3 ma vlastni hodnoty A; = 3, A2 = 1, A3 = 0. jim pfisluiné vlastni vektory jsou
1 0 0
vy = 1 f,va= 1 |,vs=| 0 |.Pak nuiné plati:
1 1 1

(a) det(A) = 4.

(b) Treti sloupec matice A je nulovy.
(c) Matice A neni diagonalisovatelna.
(d) ker(A) = R%.

Cast B (max. zisk 20 bodil) V odpovidi je tfeba uvést definice uvedenych pojmii a ddle podrobnou a smysluplnou
argumentaci, kterd objasfiuje pravdivost uvedeného tvrzeni. Za spravné formulované definice je 10 bodii, za spravnd vedeny ditkaz
je dalich 10 bodi.

Necht (). . ) je linedrné nezavisly seznam vektorti v lineirnim prostoru L nad R a at b= 104205+ 3-73.
Dokazte, ze plati span(7;.b, 7'3) C span(v;. U, U3).

Cast C (max. zisk 20 bodl.l) Kromé zfeteln® oznaleného vysledku (tj., odpov&di celou vitou) je nutné odevzdat viechny
mezivypolty a strufné zdiivodn&ni postupu. Postup musi byt zapsan pfehledn® a srozumiteln&. Za chybny postup neni moZné dostat
body, atkoli n&jaké vypolty jsou odevzdiny. Za numerickou chybu, ale jinak spravny postup, se strhava 1 nebo 2 body. Za fist
vypoltu je udélen odpovidajici pom&rny pofet bodii z dvaceti.
1
Spoététe kolmou projekei vektoru 1 na rovinu  + 2 - y — 5. z = (. (Kolmon projekei se mysli kolma
1
projekce vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souéinu v R3.)
Ziavéreénon odpoved zapiste celou vétou.

07-06-2016: pisemnd zkouSka z B6BO1LAG
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Vysledky
Cast A:
1. b)
Pfi determinantu matice 6% 6 pocditame s 6! &leny. Pfi vynechani jednoho jich tedy zbyde 5!,
cozje 120.
2. Pravdépodobné chyba v otdzce.
3. a)

Pokud md soustava A- X =D FeSeni pro jakykoliv vektor b, je jasné, Ze pro matici
A: L ——L, musiplatit rank(A) = dim(Lz), tedy, Ze je matice A epimorfismus.

4. b)
Plati
AV =4V,
A-v,=0-v,
A-v,=0
a; &, a5)(0) (&, 0
a‘21 a22 a‘23 0 a23 O
8y 8y 85) (1) \a,) (0
Cast B:

Abychom dokazali, Ze plati span (\71, b,\73) c span (\71,\72,\73), musime dokazat, Ze pro jakykoliv vektor
Xz L, kde X € span (\71,5,\73), plati X € span(V,,v,,7,).

Necht X je vektor z linedrniho prostoru L nad . PFedpoklddejme, 7e X € span( ) ProtoZe je

Span(\71,6,\73)mnoiina {al-\71+a2-5+a3-\73|a1,a2,a3 eIF} platiX =a, -V, +a 5+a3 kde
a,,8,,8,jsou néjakeé skalary z télesa Fa V,,V,,V,vektoryz L.
Dosadime za b rovnost b = V, +2-V,+3-V;a dostdvdme
X=a,-V+a, (V,+2-V,+3-V;)+a,-V,
X=a-V,+a,-V,+2-a,-V,+3-a,-V;+a,-V,
=(a,+a,)-V,+(2-a,)-V, +(3a,+a,)-V;

Z uzavérovych vlastnosti obecného télesa IF vyplyva a +4a,,2-a,,3a, +a, €', a protoze
span(V,,V,,V, ) je mnozina {a, -V, +a, -V, +a,-V, | a,,a,,8, € F}, plati také X €span(V,,v,,V,),

a proto je tvrzeni span (\71, b,\73) c span (V v, ) pravdivé.
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Cast C:

Ziskame vektory z roviny X+ 2y —5z = 0fesenim rovnice (1 2 -5 0).

-1\ (5
Ziskdvame span(| 3 |,| 0 |). Pro ortogonalni projekci je potfeba mit ortogonalni seznam vektord,
1 1
takZe vytvofime ortogonalni seznam O = (01, 02) pomoci Gramm-Schmidtova ortogonalisacniho
procesu.
-1
o=|3
1
5)(-1
<0l 3 (>
| -1 5 -1 51 51
1 1 4 1
0,=|0|- 31=|0|+—- 3 |=—+12|~|12
-1\ (-1 11 11
1 1 15 15
</ 3| 3>
1 1
Provedeme projekci.
1) (-1 1) (51
<|1|l| 3 |> <|1([12|>
1 -1 51 16/15
roj (1)= DA 3 |+ DAL 12 |=|17/15
PO ™) =9y 7 51 (51 -
1 1 15 2/3
</ 3| 3 |> <|12]||12 |>
1 1 1515

04 4
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