Pisemné cast zkousky z linearni algebry pro obor Oteviena Informatika. Vzor 1.

Pfiklad 1 a) Uzitim Hornerova schéma dokazte, ze komplexni ¢islo j (tj. komplexni jednotka) je kofenem
polynomu P(z), kde

P(z) = 2% — 22° + 32* — 42% + 327 — 22 + 1.
Pak najdéte vSechny kofeny polynomu P(z).

b) Necht Q(z) je polynom tvaru 3 + ayz + asx? + azx3 + asz* + 625, kde a1, as, as, a4 jsou celd &isla,
Dokazte: Je-li « celociselny koten, pak to mize byt jenom +1 ¢&i £3.

Priklad 2 a) Je ddna soustava rovic

Sxr+5y+z = 2
3r—4y—3z = 1
—2r4+y+z = -1

Necht A € M33 je matice této soustavy. Spoététe A~! a pomoci A~! najdéte feseni této soustavy.

Pro ziskané feSeni x, ¥y, z potvrdte hodnotu y Cramerovym pravidlem.

b) Formulujte Laplaceovu vétu o determinantu soucinu matic a naznacte myslenku ditkazu (co jsou
matice typu GEM?). Pak dokazte: Je-li A reguldrni matice, pak

det(A™1) = ﬁw.

Piiklad 3 a) Jsou dany 3 roviny o1, 02, 03 v zavislosti na parametrech a, b (a, b € R):

01 : r+y—2z—7 = 0
o2 —x+2y+az—2 = 0
03 : 2c4+y—3z+b = 0.

Diskutujte prinik o1 N g2 N g3 vzhledem k parametrim a, b.

b) Necht @ = (u1, ua, us), ¥ = (v1, ve, v3) jsou vektory z V3. Napiste vyjadieni vektorového souéinu
X ¥ v souradnicich. Dokazte, Zze -7 = v -1 = 0.

P¥iklad 4 a) Predpokladejme, Ze linearni zobrazeni | : R* — R? je uréeno nésledujicimi podminkami:

1(4,0,—-1) = (1,10)
1(1,2,3) = (14,32)
13,-1,1) = (4,13).

Ukazte, ze timto predpisem je linedrni zobrazeni [ definovano korektné. Déle spoctéte 1(1,1,—2) a
najdéte Ker (7).
b) Necht L je linedrni prostor a dim(L) = n. Necht K je néjaky linedrni podprostor L. Dokazte, Ze

existuje linearn{ zobrazeni [ : L — L takové, ze Im(l) = K. (Vyuzijte bdze L a baze K).



Pisemné cast zkousky z linearni algebry pro obor Oteviena Informatika. Vzor 2.

Pfiklad 1 a) Uvazujte polynom
P(z) = 2" — 42°% — 225 + 132* 4 52 — 222 + 122 + 9.

Uzitim Hornerova schématu ukazte, Ze ¢islo —1 je kofenem P(z) ndsobnosti 3. Vite-li déle, Ze ¢islo

—% + ? J je rovnéz kofenem P(x), najdéte vSechny kofeny polynomu P(z).

b) Necht L je linedrni prostor. Dokazte: Vektory d, belL jsou linearné nezavislé, pravé kdyz jsou vektory

a—+ 57 @+ 2b linedrné nezavislé.
Piiklad 2 a) Reste soustavu (pouzijte GEM):

2 +3y —2 —u

x -2y 43z +2u = 3
Tz +7z +4u = 11
5¢ +1ly —6z —dHu = 0

b) Reste soustavu:

1+ 29 —w4 =1 (v R%).
Tvoif mnozina vSech feseni této soustavy linedrni podprostor R*? Zdtvodnéte.

Piiklad 3 a) Uvazujte nasledujici dvé pfimky p, ¢:

p: [-1,-3,2]+t(3,-2,-1), t€eR
g [2,-1,1] +u(2,3,5), ueR.
Ukazte, Ze p, ¢ jsou mimobézky a vedte pficku téchto mimobézek bodem M = [—4, -5, 3].

b) Necht &, gjsou vektory z V3. Pfedpokladejme, ze |d| = 1, | 5| = 2 a tihel vektoru @, 5je 3 S vyuzitim
vlastnosti skalarniho soucinu spoététe | @ — 26 .

Piiklad 4 a) Pfedpokladejme, Ze matice
2 0 4

A =
-1 -1 -2

je matice linedrnitho zobrazeni | : R® — R? vii¢i bazim B = {(1,0,0), (0,—1,1), (1,1,1)} a
B ={(1,1), (1,2)}. Najdéte I(1,2,3) a urdete Ker(l).

b) S pouzitim vlastnich ¢isel a vlastnich vektort Feste soustavu diferencidlnich rovnic:

1 = w1 +2x2

To = 217 +xo

Najdéte dale FeSeni, splitujici po¢ateéni podminku z1(0) = 1, z2(0) = —1.



Pisemné cast zkousky z linearni algebry pro obor Oteviena Informatika. Vzor 3.

2 1
Priklad 1 a) Je déna matice A € M?*? A = . Polozme M = {B € M*? | AB = BA} (tj. M je

mnozina vSech matic, které s A komutuji). Ukazte nejprve, ze M tvor{ linedrni podprostor prostoru
M?2, Pak najdéte n&jakou bazi M.
b) Dokaizte: Jsou-li @, b vektory z néjakého linedrniho prostoru L, pak (@, b) = (@+2b, 3@+b) (symbol

(') znadi linedrni obal).

Priklad 2 a) Necht

10 0 9 0 —a
A=|0 1 0| a B={|00 0| (aeR).
a a -1 00 0

Polozme C =B + A + A2+ ... + A% + A7. Diskutujte hodnost matice C v z4vislosti na parametru

a € R (zjistéte nejprve, éemu se rovna A?).

b) Vysvétlete jak Cramerovo pravidlo plyne z determinantové formule pro inverzni matici a z véty o

rozvoji determinantu podle fadku (resp. sloupce).

Priklad 3 a) Spoctéte

—4 0 2 -1 0

1 3 -3 -1 4

det 2 0 1 3 0
-2 1 -3 -1 5

1 -5 1 0 5

b) Predpokladejte, Ze vite, Ze celd ¢isla 228, 323 a 456 jsou délitelna ¢islem 19. Bez pocitani determinantu

dokazte, ze

det

- W N
(G200 \CR V)
S W oo

je délitelny c¢islem 19.

Priklad 4 a) Reste maticovou rovnost AX = B — CX, kde

1 2 -1 1 0 -1 1 11
A=]0 1 1,B=|0 2 0,C=|l1 11
2 3 0 1 0 1 1 0 1

b) Dokazte, Ze na mnoziné M™" vsech ¢tvercovych matic typu n, n je relace podobnosti matic relaci

ekvivalence.



