Vyrokova logika

rozSifeny systém spojek: = (implikace), ¢ (ekvivalence), V (OR), A (AND), — (NOT), ® (XOR), | (NAND - Shefferova ¢arka), | (NOR - Piersova
Sipka), tt (TRUE), ff (FALSE)
Def.: (formule VL): Definujeme rekurzivné:
o 1) kazda log. proménna je formule VL (tzv. atomicka) (taktéz tt, ff)
o 2)kdyza, 0 jsou formule, pak také —a, a=11, ... jsou formule
o 3) kazda formule vznikla koneénym pocétem krok( 1 a 2
Def.: Pravdivostni ohodnoceni je zobrazeni u z mnoziny vSech formuli nad At do mnoziny {0,1}, které respektuje sémantiku logickych spojek.
o u: Fle(At) — {0,1}
Def.: Formule je pravdiva v ohodnoceni u, kdyz u(@)=1.
Def.: Formule je splnitelna, kdyz existuje ohodnoceni, v némz je pravdiva (fj. u(g)=1).
Def.: Formule je tautologie, kdyZ je pravdiva ve vdech ohodnocenich.
Def.: Formule je kontradikce, kdyz neni pravdiva v Zadném ohodnoceni.
Def.: Formule @, y jsou tautologicky ekvivalentni, kdyz pro kazdé ohodnoceni u plati: u(@) = u(y).
Def.: Boolovska funkce n proménnych je libovolna funkce f: [0;1]" — {0,1}, f(x,,....X,)=y
o formule jsou tautologie iff jim pFislusné boolovské funkce jsou stejné
o logicky soucet: x+y=max(x,y)
o logicky soucin: x * y=min(X, y)
o logicky doplnék: x_hat =1 - x
Def.: Uplny systém spojek je takova mnoZina spojek A, Ze pro kazdou formuli ¢ existuje formule ¢,, ktera ma jen spojky z A tak, ze plati ¢,=¢.
Def.: Literal je logicka proménna nebo jeji negace.
Def.: Minterm je konjunkce literall nebo jeden literal nebo zadny literal (tt).
Def.: Maxterm (klauzule) je disjunkce literald nebo jeden literal nebo Zadny literal (ff).
Def.: Formule je v konjuntivni normalni formé (CNF), kdyzZ je konjunkci maxtermd nebo maxterm (nebo zadny - tt).
Def.: Formule je v disjunktivni normalni formé (DNF), kdyz je disjunkci minterm( nebo minterm (nebo zadny - ff).
Def.: Mnozina formuli S je splnitelna, pokud existuje ohodnoceni u, ve kterém jsou pravdivé v8echny formule z S.
Def.: Mnozina formuli je pravdiva v ohodnoceni u, pokud jsou v ném pravdivé vSechny formule z S.
Def.: Necht' S je mnozina formuli a ¢ je formule. @ je sémanticky dusledek S, pokud v kazdém ohodnoceni u, kde jsou pravdivé vSechny formule z S,
je pravdiva také ¢.
o Alt. def.: S ma za duasledek ¢, pokud pro vSechna ohodnoceni u plati, ze u(S)<=u(®).
Véta (sémanticky dukaz sporem): Necht' S je mnozina formuli, @ je formule. Skg iff S’'=S U {—} je nesplnitelna.
Def.: Necht' a, [ jsou klauzule s komplementarnim literalem (napf. x). Pak resolventa z a, [ pfes x je disjunkce vSech ostatnich literalt z a, [, kromé
X, TX.



Def.: Odvozeni (diikaz) formule ¢ z mnoziny S je posloupnost formuli @,,...,@,, kde kazda ¢, (1<i<n) je bud formule z S nebo je to tautologicky
pfedpoklad nebo je ¢, odvozena z pfedchozich nékterym pravidlem a vSechny pomocné predpoklady jsou pasivni.
Def.: ¢ je logicky dusledek mnoziny formuli S, kdyz existuje odvozeni pro ¢ z formuli v S.

Predikatova logika

Def.: Term v PL:
o 1) Kazda proménna a kazda konstanta je term
o 2) Je-li f funk¢ni symbol arity n a jsou-li t,,..., t, termy, pak f(t,,..., t,) je term.
o 3) Kazdy term vznikl koneénym poctem krokl 1 a 2.
Def.: Syntakticky strom pro term: pro proménnou/konstantu jeden prvek, pro funkci arity n je to f s n syny
Def.: Formule PL:
o 1) Je-li P predikatovy symbol arity n a jsou-li t,,..., t. termy, pak P(t,,...,t ) je atomicka formule.
o 2)Jsou-lia, [1 formule, pak tt, ff a kombinace a, (1 s log. spojkami jsou také formule.
o 3) Je-li a atomicka formule a x proménna, pak V¥x a, I x a jsou formule.
o 4) Kazda formule vznikla kone¢nym poc¢tem krokud 1-3.
Def.: Vazany vyskyt proménné x je vyskyt v podformuli ¥V x a nebo 3 x a (aneb ve stromé cestou od x ke kofeni narazime na kvantifikator s x)
Def.: Volny vyskyt proménné x je vyskyt, ktery neni vazany.
Def.: Proménna x je volna ve @, ma-li v ni volny vyskyt a vazana, ma-li v ni vazany vyskyt.
Def.: Sentence je formule, ktera nema volné proménné.
Def.: Oteviena formule je takova, ktera nema vazané proménné.
Def.: Interpretace jazyka PL je dvojice (U, [[-]]) (universum a vyznam specialnich symbolu), kde U#J a
o P predikatovy symbol arity n ma [[P]JSU"
o ffunkéni symbol arity n ma [[f]]: U" - U
o akonstanta[[a]] € U
Def.: Kontext proménnych je libovolné zobrazeni p: Var — U.
o p’je updatem p v proménné x, pokud se li§i jen v hodnoté x.
o interpretace termu t pfi kontextu p
m t=a € Kons, pak [ItI]p = [[a]l,
m t=f & Var, pak [[t]l, = p(x)
m t=A(t,...t) € Func, ar(f)=n, pak [tn, = [[f]]p([[t1]]p,...,[[tn]]p)
Def.: Pravdivost formule v interpretaci pfi kontextu:
o 1) Atomicka formule P(t,,...,t) je pravdiva v interpretaci (U, [[-]]) pfi kontextu p, kdyz It 1,,.... 01, € IP1
o 2) Pravdivost slozenych formuli je ur€ena pravdivosti atomickych formuli, resp. sémantikou logické spojky.



o 3) Formule Vx a je pravdiva v interpretaci (U, [[-11) pfi kontextu p, kdyZ a je pravdiva v interpretaci pfi vSech updatech p’ kontextu p v proménné

X.
o 4)Formule 3x a je pravdiva v interpretaci (U, [[-]]) pfi kontextu p, kdyz kdyz a je pravdiva v interpretaci pfi aspor jednom updatu p’ kontextu p v
proménne x.
e Def.: Sentence je pravdiva v interpretaci, kdyZ je v ni pravdiva pfi libovolném kontextu p. Tuto interpretaci nazyvame model.
e Def.: Sentence ¢ je splnitelnda, pokud existuje interpetace, ve které je ¢ pravdiva (existuje model).
e Def.: Sentence ¢ je tautologie, pokud je v kaZzdé interpretaci pravdiva (vSechny jsou modelem).
e Def.: Sentence ¢ je kontradikce, pokud neni v zadné interpretaci pravdiva (neexistuje model).
e Def.: Mnozina sentenci S je splnitelna, kdyz existuje interpretace, v niz je pravdiva kazda sentence z S (je modelem mnoziny).
e Def.: Mnozina sentenci S ma za sémanticky dusledek sentenci @, kdyz v kazdé interpretaci, ve které je pravdiva S, je pravdiva také .
o Aneb kazdy model pro S je modelem pro ¢.
e Def.: Sentence @, y jsou tautologicky ekvivalentni, pokud maji stejné modely.
Def.: Formule ¢ je v prenexnim tvaru, kdyz ma kvantikatory vepfedu a pak nasleduje g, kde y je oteviena formule (tzv. oteviené jadro ).
Def.: Kdyz klausule a, O obsahuji komplementarni literaly, pak res(a, U) je disjunkce zbylych formuli, ma velky kvantikator pro vdechny proménné.
Grafy

e Def.: Graf je dvojice (V, E), kde V je kone€na neprazdna mnozina (prvky nazyvame vrcholy) a E je mnozina nékterych dvouprvkovych podmnozin
mnoziny V: E € (V nad 2)
o muzeme povoliti “jednice” z V - smycky
Def.: Graf je trojice (V, E, €), kde V je kone€na neprazdna mnozina vrcholu, E je koneéna mnozina nazva hran a € je zobrazeni incidence
Def.: Uplny graf na n vrcholech K,=(V,E), |V|=n
o man(n-1)/2 hran
Def.: Bipartitni graf: G=(V, E), kde V=V, UV,, V.,NV,=d a kazdae={u,v} EE,mau € V,av e,
Def.: Uplny bipartitni graf: K_: [V,| =m, |V,|=n
o mam*n hran
e Def.: Podgraf grafu G=(V, E, €) je graf G’=(V’, E’, €’), kde VEV’, EESFE’, ale s kazdou e={u,v} € E’ jsou koncové vrcholy u,v € V’
o podgraf indukovany mnozinou V’ obsahuje vSechny hrany incidentni s koncovymi vrcholy ve V’, které byly v G
m vyhodime néktere vrcholy a hrany z nich vedouci
o faktor grafu je podgraf obsahujici vSechny vrcholy (V=V’) vyhodime nékteré hrany
e Def.: Stupen vrcholu je pocet hran s nim incidentnich (smycka se pocita 2x), znacime deg(v) €i d(v).
o soucet vSech stupritl je dvojnasobek hran - hand-shaking lemma
R-regularni graf ma vSechny vrcholy stupné r
Def.: Skore grafu (grafova posloupnost) je posloupnost stupfili vSech vrcholl sefazena sestupné.
Def.: Graf G=(V, E, €) je izomorfni s G'=(V’, E’, €'), kdyz existuji bijekce f: V — V' a g: E — E’ a plati, ze g(e)={u,v} iff €(g(e))={f(u),f(v)}



e Def.: Sled v grafu G je posloupnost v e,v.e,...e v, kde pro kazde i, 1<=i<=n, je e={v,,, V;}.
o Def.: Uzavfieny sled je sled, kde v,=v, a n>=1 (aspon jedna hrana).
o Def.: Tah je sled, kde se neopakuji hrany.
o Def.: Cesta je tah, kde se neopakuji vrcholy (kromé v =v, ).
o Def.: Kruznice je uzavieny sled, kde se neopakuji hrany ani vrcholy (tah & cesta)
Def.: Graf je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta.
Def.: Komponenta souvislosti grafu G je maximalni souvisly podgraf (maximalni ve smyslu - pfidame-li vrchol, porusime souvislost).
Def.: Most je hrana, jejimz odstranénim vznikne o komponentu souvislosti vice.
Def.: Strom je souvisly graf bez kruznic.
Def.: Graf bez kruZnice se nazyva les (aneb jeho komponenty souvislosti jsou stromy).
Def.: Necht' G je souvisly graf. Faktor grafu G, ktery je stromem, se nazyva kostra grafu G.
Def.: Necht G=(V, E, €) je souvisly ohodnoceny graf (tj. je dano zobrazeni c: E — R': c(e) je cena hrany e). Necht K=(V, L, € ¢ L), kde LSE je kostra v

G, pak cena kostry c(K)= Y c(e)

e€L
o Def.: Minimalni kostra je kostra s nejmenSi cenou ze vSech koster.
e Borlvkuv-Kruskallv algoritmus O(m*logm)
o sefad hrany podle ceny neklesajicné
o vybere vzdy nejlevnéjsi hranu, ze nevytvofi kruznici
Jarnikav-Prim(v algoritmus O(n?)
o zvétSuje komponentu souvislosti o nejlevnéjSi hranu, ktera z ni tréi

Orientované grafy

Def.: Orientovany graf G = (V, E) je dvojice, kde V je kone¢na neprazdna mnozina a E € V x V (orientované hrany)
Def.: Orientovany graf G = (V, E, €), kde V je kone¢na neprazdna mnozina vrchold, E je s ni disjunktni a € je zobrazeni incidence
o eE—->VxV:.er(uv)
Def.: Vstupni stupen u je pocet hran, pro které je u koncovy vrchol.
Def.: Vystupni stupen u je poCet hran, pro které je u pocateéni vrchol.
Def.: Stupen vrcholu d(v)=d, (v)+d (V)
Def.: Posloupnost v,e,v,e,...e.v,, kde pro kazdé i, 1<i<n, je e=(v,,, v,) nazyvame orientovany sled.
o analogicky orientovany tah, cesta, kruznice - cyklus
Def.: Posloupnost v e,v,e,...e v,, kde pro kazdé i, 1<isn, je e=(v,,, v,) nebo e=(v,, v,,) nazyvame neorientovany sled.
Def.: Kofen orientovaného grafu je takovy vrchol v, Ze z néj vede orientovana cesta do kazdého vrcholu.
Def.: Kofenovy strom je orientovany graf, ktery je stromem a ma kofen.
Def.: Orientovany graf je acyklicky, kdyz neobsahuje cyklus (smy¢ky jsou také zakazany).



Def.: Topologické uspofadani vrcholu v orientovaném grafu G je takové usporadani vrcholl do posloupnosti v,,...,v,, Ze pro kazdou hranu e=(v,,v;)
plati i<j.
Def.: Pokud d. (v) = 0, pak vrchol v nazyvame zdrojem grafu.
Def.: Pokud d_(v) = 0, pak vrchol v nazyvame vylevkou grafu.
Def.: Jadro orientovaného grafu je mnozina vrcholi KEV takova, ze plati:
o 1) neexistuje hrana mezi vrcholy v K
o 2)z kazdého vrcholu ve V\K vede hrana do néjakého vrcholu v K
Def.: Orientovany graf je silné souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje orientovana cesta.
o graf je silné souvisly iff je souvisly a kazda hrana lezi v cyklu
Def.: Komponenta silné souvislosti grafu G je kazdy jeho maximalni silné souvisly podgraf.
Def.: Kondenzace orientovaného grafu G je orientovany graf G’, ktery ma za vrcholy komponenty silné souvislosti grafu G a hrany (K,,K,) € E’ iff
existuje vrchol v € K, aw € K, tak, ze (v,w) € E

Eulerovské grafy, barveni grafu a rovinné grafy

Def.: Eulerovsky tah v grafu G je takovy tah, ktery obsahuje vSechny vrcholy a vSechny hrany. (Hrany se neopakuji, vrcholy mohou.)
Def.: Graf je eulerovsky, kdyz v ném existuje uzavieny eulerovsky tah.
o G je eulerovsKky iff je souvisly a kazdy vrchol ma sudy stupen
o G ma otevieny eulerovsky tah, pokud pravé dva vrcholy jsou lichého stupné
Def.: Obarveni grafu je zobrazeni b: V — B, kde B je mnozina barev, takové, Ze pro vSechny vrcholy u, v plati, ze pokud {u, v} € E, pak b(u)#b(v)
Def.: Barevnost grafu (chromatické Cislo) je nejmensi pocet barev potfebnych k obarveni grafu.
Def.: Rikame, Ze graf je k-barevny, kdyz k barev staéi k jeho obarveni.
Def.: Klika v grafu je kazda mnzoina vrchold, ktera indukuje maximaini uplny podgraf.
Def.: Klikovitost grafu je pocCet vrcholl v nejpocetnéjsi klice.
o W(G)=ZK(G)
Def.: Maximalni nezavisla mnozina je mnozina vrchold, ktera indukuje maximalni mozny diskrétni podgraf.
Def.: Nezavislost grafu je pocet vrcholll v nejpocetnéjSi maximalni nezavislé mnoziné.
o x(G)sn-a(G)+1
o x(G)a(G)>=n
2(G) = 1+max(d(v))
Def.: Rovinné nakresleni grafu je pfifazeni vrcholim body v roviné a hranam spojité prosté (neprotinaji samy sebe) kfivky spojujici pfislusné body
tak, Ze kfivky se navzajem neprotinaji.
Def.: Graf je rovinny, pokud ma rovinné nakresleni.
Def.: Sférické nakresleni grafu je takové nakresleni grafu na kouli, Ze se nekfizi hrany.
Def.: G je rovinny graf spolu s rovinnym nakreslenim. Kazda oblast roviny, ktera je ohrani¢ena kfivkami odpovidajicimi hranam se nazyva sténa.



e Def.: Stupen stény je pocCet hran, které ohranicuji danou sténu, pfitom hrana uvnitf stény (most) se pocita 2x.
e Eulerdv vzorec: Necht' G je souvisly rovinny graf s n vrcholy, m hranami a necht je dano rovinné nakresleni pro G, které ma s stén. Potom s=m-n+2.
e G souvisly rovinny graf n>=3 vrcholy a m hranami.

o m<3n-6

o nema-li G trojuhelniky, pak m<2n-4









