Kapitola 1

Vyrokova logika

1.1 Vyroky

1.1.1 Vyroky. Méame danou neprazdnou mnozinu A tzv. atomickych vijroki
(téz jim fikdme logické proménné). Koneénou posloupnost prvki z mnoziny A,
logickych spojek a zévorek nazyvdme vjrokovd formule (zkrdcené jen formule),
jestlize vznikla podle nasledujicich pravidel:

1. Kazd4 logickd proménnd (atomicky vyrok) a € A je vyrokova formule.

2. Jsou-li o, B vyrokové formule, pak -, (aAf), (aVP), (o = B) a (< B)
jsou také vyrokové formule.

3. Nic jiného nez to, co vzniklo pomoci koneéné mnoha pouziti bodu 1 a 2,
neni vyrokova formule.

Vsechny formule, které vznikly z logickych proménnych mnoziny A, znac¢ime

P(A).

1.1.2 Poznamka. Spojka — se nazyva undrni, protoze vytvaii novou formuli
z jedné formule. Ostatni zde zavedené spojky se nazyvaji bindrni, protoze
vytvareji novou formuli ze dvou formuli.

V dalsim textu logické proménné oznacujeme malymi pismeny napft. a, b, c, . ..
nebo z,¥, z, ..., vyrokové formule oznac¢ujeme malymi feckymi pismeny napi.
a, 3,7, ... nebo p,1,.... Také vétsinou nebudeme ve formulich psét ty nejvic
vnéjsi zavorky — tj. piseme a V (b = ¢) misto (a V (b = ¢)).

1.1.3 Syntakticky strom formule. To, jak formule vznikla podle bodu
1 a 2, si mUzeme znézornit na syntaktickém stromu, téz derivaénim stromu
dané formule. Jednd se o kofenovy strom, kde kazdy vrchol, ktery neni listem
je ohodnocen logickou spojkou a jedna-li se o binarni spojku, mé vrchol dva
nasledniky, jedné-li se o unarni spojku, ma vrchol pouze jednoho naslednika.
Pfitom pro formule tvaru (a A 8), (aV B), (& = ) odpovidd levy nédslednik
formuli «, pravy nésledknik formuli 8. Listy stromu jsou ohodnoceny logickymi
proménnymi.
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1.1.4 Podformule. Ze syntaktického stromu formule o jednoduse pozname
vSechny jeji podformule: Podformule formule « jsou vSechny formule od-
povidajici podstromum syntaktického stromu formule c.

1.2 Pravdivostni ohodnoceni

1.2.1 Pravdivostni ohodnocent, téz pouze ohodnoceni formuli, je zobrazeni
u:P(A) — {0,1}, které spliiuje pravidla
(1) -« je pravdiva pravé tehdy, kdyz a je nepravdivd, tj u(—«a) = 1 préve
tehdy, kdyz u(a) = 0;
(2) aApB je pravdiva prave tehdy, kdyz « a § jsou obé pravdivé, tj. u(ang) =1
pravé tehdy, kdyz u(a) = u(f) = 1;
(3) @V 8 je nepravdivd pravé tehdy, kdyz « a S jsou obé nepravdivé, tj.
u(a Vv B) = 0 prave tehdy, kdyz u(a) = u(5) = 0;
(4) a = B je nepravdiva prave tehdy, kdyz « je pravdiva a 8 nepravdiva, tj.
u(a = ) = 0 pravé tehdy, kdyz u(a) =1 a u(s) = 0;
(5) a < B je pravdiva pravé tehdy, kdyz bud’ obé formule o a 3 jsou pravdivé
nebo obé jsou nepravdivé tj. u(a < B) = 1 prave tehdy, kdyz u(a) = u(p)

1.2.2 Pravdivostni tabulky. Vlastnosti, které ohodnoceni formuli musi
mit, zndzornujeme téz pomoci tzv. pravdivostnich tabulek logickych spojek.
Jsou to:

B

o
1 0
0 0
1
1

HOO»—!@

1.2.3 Véta. Kazdé zobrazeni ug: A — {0,1} jednozna¢né urcuje ohodnoceni
u:P(A) — {0,1} takové, ze up(a) = u(a) pro viechna a € A.

1.2.4 Dusledek. Dvé ohodnoceni u,v: P(A) — {0,1} jsou shodnd pravée
tehdy, kdyz pro vsechny logické proménné x € A plati u(z) = v(x).

1.2.5 Tautologie, kontradikce, splnitelné formule. Formule se nazyva
tautologie, jestlize je pravdiva ve vSech ohodnocenich formuli; nazyva se kon-
tradikce, jestlize je nepravdiva ve vsech ohodnocenich formuli. Formule je spini-
telnd, jestlize existuje aspon jedno ohodnoceni formuli, ve kterém je pravdiva.
1.2.6 Priklady

1. Formule a V =, @ = a, a = (f = «a) jsou tautologie.

2. Formule a V b, (a = b) = a jsou splnitelné, ale ne tautologie.

3. Formule a A =« je kontradikce. Kontradikce je také kazda negace tauto-
logie.
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1.3 Tautologicka ekvivalence

1.3.1 Tautologicka ekvivalence formuli. Rekneme, ze formule ¢ a 1
jsou tautologicky ekvivalentni (také sémanticky ekvivalentni), jestlize pro kazdé
ohodnoceni u plati u(y) = u(t).
1.3.2 Tvrzeni. Pro kazdé formule o, 8 a ~ plati:
e aH q,
e jelliaH B, pakifH a,
e jelliaHBapHn~y pakiaHn.
Jsou-li a, B, v a § formule spliwujici « H 5 a v H ¢, pak plati
® (¥ H —\ﬁ’
o (any) H (BAD), (aVy) H (BVI), (a =) H (B=10), (ae7) H (B«
9).
1.3.3 Poznadmka. Z vlastnosti z predchoziho tvrzeni napi. plati: Protoze
a=bH (maVb), je také
p=((cANd)==(a=b)A(cVv-b) H((cAd)= —(-aVDb)A(cV-d)=1.

Zhruba feceno jsme ,dosadili“ do ¢ misto a = b formuli —a V b a dostali
jsme formuli ¢ tautologicky ekvivalentni s ¢. Takovéto ,dosazovani* predchozi
tvrzeni umoznuje.

1.3.4 Priklad. Pro kazdou formuli « je formule o = (8 = «) tautologie.
Ano, mame
a=B=a)H-aVv(=pVa) H (caVa)Vv-p,

kde posledni formule je tautologie.

1.3.5 Tvrzeni. Pro kazdé formule «, 5 a  plati
e aNaHa, aVaH a (idempotence A a V);
e aANBHPBAa, aVBHBVa (komutativita A a V);
o aN(BAY)H (aAB)Ay, aVv(BVy) H (aVB)Vy (asociativita A a V);
e aN(fVa)Ha, aV(BAa)H a (absorpce A a V);
e —aH
o ~(aNp)H (maV—p), ~(aV ) H (—aA-p) (de Morganova pravidla);

. a/\(,B\/)'y) H (aAB)V(aA7y), aV(BAY) H (aVB)A(aVy) (distributivnf
zékony).

e (a=p)H (maVvp).

Je-li navic T libovolna tautologie a F libovolna kontradikce, pak
e TANaHa, TVaHT, FAaHF, FVvaH o;
e ahN-aHF, av-aHT.
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1.3.6 Poznamka. Plati a H S pravé tehdy, kdyz a < 3 je tautologie.

1.3.7 Dalsispojky. Kazdd formule s jednou (nebo zddnou) logickou proménnou
predstavuje zobrazeni z mnoziny {0, 1} do mnoziny {0, 1}. Existuji ¢tyti takova

zobrazeni:
mel‘fZ‘fS‘f4
0|00 | 1]1
101|001

Funkce f; je konstantni 0, jednd se o kontradikci a budeme ji znacit F. Podobé
funkee fy je tautologie (konstatni 1), znacime je T. Funkce fo je vlastné logickd
proménnd x a funkce f3 je —z. Tedy nemame ,dal$i* unarni spojky.

1.3.8 Dalsi binarni spojky. Kazda formule s nejvyse dvéma logickymi
proménnymi piedstavuje zobrazeni z mnoziny {0,1}? do mnoziny {0,1}. Exis-
tuje Sestnact takovych zobrazeni:

wly || fol| folfol| fa|falfs| o | fr| fs| fo| fro| fra| frz| f1s | f1a| fis
ofoffojojojojojofofofrf{r}j 11|11 1|1
oftryyojojojoj1r|yry1rfryofojojof|1|1,1/|1
1jof4o0fo0j1y1jo0j0j111j010]|1 1 0 0 1 1
1{1y40(1j0(1j0{1j0111011}]O0 1 0 1 0 1
Kazda z funkci fy,..., fi5 odpovidd néjaké formuli; napt. fo odpovidad kontra-

dikci F, f15 tautologii T, fi; formuli x A y, funkce f19 formuli —y, atd. Jako
»hové“ spojky se zavadéjl nasledujici zkratky za formule odpovidajici funkcim

fe, fs a fia.

1.3.9 NAND. Logickd spojka |, nazyvand NAND (také Shefferiv operdtor),
je definovana

zly H (= Ay).
Odpovida funkci fi4.

1.3.10 NOR. Logickd spojka |, nazyvand NOR (také Peirceova Sipka), je
definovana

zlyH ~(zVy).
Odpovida funkci fs.

1.3.11 XOR. Logickd spojka @, nazyvand XOR (také vylucovaci nebo), je
definovana

@y H -(x<vy).
Odpovida funkci fg.

1.3.12 Tvrzeni. Pro kazdou formuli « existuji formule 31, B2, 83, B4 takové,
ze vSechny ¢tyfi jsou tautologicky ekvivalentni s formuli a a

e [ obsahuje jen spojky — a =;
e 31 obsahuje jen spojky — a A;
e 3, obsahuje jen spojky — a V.

e 34 obsahuje pouze spojku |.
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1.4 CNF a DNF

Kazdé formuli o n logickych proménnych odpovidd pravdivostni tabulka. Na
tuto tabulku se muzeme divat jako na zobrazeni, které kazdé n-tici 0 a 1 pfifazuje
0 nebo 1. Ano, fadek pravdivostni tabulky je popsan n-tici 0 a 1, hodnota je pak
pravdivostni hodnota formule pro toto dosazeni za logické proménné. Zobrazeni
z mnoziny vSech n-tic 0 a 1 do mnoziny {0,1} se nazyva Booleova funkce.
Naopak plati, ze pro kazdou Booleovu funkci existuje formule, ktera této funkci
odpovidd. Ukazeme v dalsim, ze dokonce muzeme volit formu ve specidlnim
tvaru, v tzv. konjunktivnim normdlnim tvaru a disjunktivnim normdlnim tvaru.

1.4.1 Booleova funkce. Booleovou funkci n proménnich, kde n je prirozené
¢islo, rozumime kazdé zobrazeni f:{0,1}"™ — {0,1}, tj. zobrazeni, které kazdé
n-tici (x1,x2,...,2,) nul a jedni¢ek pfifazuje nulu nebo jednicku (oznacenou
f(xl,xz, PN ,a:n))

1.4.2 Disjunktivni normalni tvar. Literdl je logickd proménna nebo ne-
gace logické proménné. Rekneme, ze formule je v disjunktivnim normdlnim
tvaru, zkracené v DNF), jestlize je disjunkci jedné nebo nékolika formuli, z nichz
kazda je literdlem nebo konjunkci literalu.

Poznamenejme, zZe literdlu nebo konjunkei literalu se také rika minterm.
Jestlize kazdy minterm obsahuje vSechny proménné, fikdme, ze se jedné o uplnou
DNF.

1.4.3 Véta. Ke kazdé Booleové funkci f existuje formule v DNF odpovidajici
I

1.4.4 Zdbtvodnéni. Jestlize funkce f méa vSechny hodnoty rovny nule, je
ji odpovidajici formule kontradikce. Kontradikci muzeme reprezentovat napi.
formuli z A —z.

Predpokladejme, ze funkce f neni konstantni 0, tj. pro aspon jednu n-tici
T1 %2 ... Ty ma hodnotu 1. Pro kazdou takovou n-tici utvorime minterm, ktery
tuto n-tici popisuje takto: je-li z; = 1 ddme do mintermu literdl z;, je-li ; =0
ddme do mintermu literdl —x;. (Napf. pro n-tici, kde 1 = 0 a ostatni ; = 1
ma odpovidajici minterm « tvar « = —x1 A xo A ... A x,. Uvédomte si, ze
a je formule, kterd je pravdivd pouze v jednom ohodnocenf; a to u(z;) = 0,
u(ze) = u(zs) = ... = u(z,) = 1.) Vyslednd formule je pak disjunkei vSech
mintermu odpovidajicich n-ticim, ve kterych je hodnota funkce f rovna 1.

Poznamenejme, ze takto vznikld formule je iplna DNF.

1.4.5 Dausledek. Ke kazdé formuli « existuje formule 3, ktera je v DNF a
navic o H 8.

1.4.6 Konjunktivni normalni tvar. Rekneme, ze formule je v konjunk-
tivnim normdlnim tvaru, zkrdcené v CNF, jestlize je konjunkci jedné nebo
nékolika formuli, z nichz kazdé je literdlem nebo disjunkei literalu.

Poznamenejme, Ze literdlu nebo disjunkci literdlu se také #ikd maxterm nebo
klausule. Jestlize kazdé klausule obsahuje vSechny proménné, fikame, ze se jedné
o uplnou CNF.
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1.4.7 Veéta. Ke kazdé Booleové funkci f existuje formule v CNF odpovidajici
f-

1.4.8 Zduvodnéni. Jestlize funkce f méa vSechny hodnoty rovny 1, je ji
odpovidajici formule tautologie. Tautologii muzeme reprezentovat napt. formuli
TV or.

Predpokladejme, ze funkce f neni konstantni 1, tj. pro aspon jednu n-tici
1 T2 ... Tn M4 hodnotu 0. Vytvorime funkci f’ takovou, ze mé presné opacné
hodnoty nez f. Tj. f'(z1 22 ... x,) = 1 pravé tehdy, kdyz f(z; a2 ... z,) = 0.
K funkci f’ najdeme formuli 3 v DNF podle 1.4.3. Hledanou formuli a v CNF
odpovidajici funkci f dostaneme z formule =8 dvojim pouzitim de Morganova
zékona.

Poznamenejme, ze takto vznikld formule je iplnd CNF.

1.4.9 Dasledek. Ke kazdé formuli « existuje formule 3, kterd je v CNF a
navic a« H g.

1.4.10 Karnaughovy mapy. Pro zjednoduseni formuli v disjunktivni a kon-

junktivni normélni formé (viz 1.4.3 a 1.4.7) je mozné pouzit tzv. Karnaughovy
mapy. Vhodné je to hlavné pro dvé nebo tii logické proménné.

1.5 Booleovsky kalkul.

Vime, ze pro pravdivostni ohodnoceni formuli plati:

u(aVvb) = max{u(a),u(b)} = max{z,y},
u(aAb) = min{u(a),u(d)} = min{x,y},
u(-a) = l—u(a)=1-=z.

kde z = u(a), y = u(b).

1.5.1 Booleovské operace. To motivuje zavedeni booleovskych operaci
(pro hodnoty 0, 1):

souéin x-y = min{z,y},
logicky soucet z+y = max{x,y},
doplnék T = 1—=x.

Pro tyto operace plati fada rovnosti, tak, jak je zndme z vyrokové logiky:
1.5.2 Tvrzeni. Pro vechna z,y,z € {0, 1} plati:
l.z-z=x, x+z=u;

2.0 y=y-x, r+y=y+u;

3x-(y-2)=(-y)za+y+z)=@+y+2
4. z-(y+ax)=z, z+ (y-z) =z
S.x-(yt+z)=(@-y+(@-2), 2+ 2)=@+y) (+2)
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6. T = x;
7. 24+y=2-y, 2 y=2+7;
8. z24+x2=1,2-2=0;

9. 2:-0=0,z-1=uxa;
10. z+1=1, x+0==x.

1.5.3 Booleovy funkce v DNF a CNF. Nyni muzeme pro Booleovu funkci
psat pomoci vyse uvedenych operaci, napt.

f(2,y,2) =ZYZ+TY2 +TyzZ+Tyz +272

a tikat, ze jsme Booleovu funkci napsali v disjunktivni normdlni formé. Rovnost
opravdu plati; dosadime-li za logické proménné jakékoli hodnoty, pak prava
strana rovnosti urc¢uje hodnotu Booleovy funkce f. Obdobné jako jsme Boo-
leovu funkei f napsali v disjunktivni normélni formé, muzeme ji také napsat
v konjunktivni normdlni formé a to takto:

flz,y,2)=@T+y+2) T+7+2) (T+7+37).

1.5.4 Veéta. Kazdou Booleovu funkci lze napsat v disjunktivni norméaln{
formé i v konjunktivni normalni forme.

1.6 Sémanticky dusledek

1.6.1 Mnozina formuli pravdivd v ohodnoceni. Rekneme, ze mnozina
formuli S je pravdivd v ohodnoceni u, jestlize kazda formule z S je pravdivd
v u, tj. je-li u(p) = 1 pro vSechna ¢ € S. Mnozina formuli S je nepravdivd v
ohodnoceni u, jestlize existuje formule ¢ € S, ktera je nepravdiva v ohodnoceni
u.

Fakt, ze mnozina formuli S je pravdivd v ohodnoceni u zapisujeme téz
u(S) = 1, fakt, ze S je nepravdivd v u, zapisujeme také u(S) = 0.

1.6.2 Poznamka. Priazdna mnozina formuli je pravdiva v kazdém ohodno-
ceni.

Ano, kazd4 mnoZina je v daném ohodnoceni v bud’ pravdivé nebo neprav-
diva. Protoze prazdnd mnozina nemuze byt v ohodnoceni u nepravdiva, musi v
ném byt pravdiva.

1.6.3 Splnitelnd mnozina formuli. Rekneme, 7e mnozina formuli S je
splnitelnd, jestlize existuje pravdivostni ohodnoceni u, v némz je S pravdiva.
V opa¢ném piipadé se mnozina S nazyva nesplnitelnd.

Poznamenejme, ze prazdna mnozina formuli je splnitelna.

1.6.4 Sémanticky dusledek. Rekneme, ze formule ¢ je konsekventem, téz
sémantickym nebo tautologickym dusledkem mnoziny formuli S, jestlize ¢ je
pravdiva v kazdém ohodnoceni u, v némz je pravdiva S.

Fakt, ze formule ¢ je konsekventem mnoziny S, oznacujeme S = ¢. Je-li
mnozina S prézdnd, piSeme = ¢ misto (§ = ¢. Je-li mnozina S jednoprvkové,
tj. S = {a}, piSeme a = ¢ misto {a} E ¢.
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1.6.5 Poznamka. Definici sémantického dusledku muzeme pieformulovat
nésledovné:

SEe iff u(S) <u(p) pro kazdé ohodnoceni wu.

1.6.6 Piiklady. Pro kazdé formule o, 3, v plati
L {a,a= B} E B

- A{a= 8,78} E ~a

3. {aVvB,a=vy6=7}E".

4. {a= p,a= -} E —a.

Aa=B0=7tE(a=1).

{(aAB) = (an=p) =} (=)

[\

o o

1.6.7 Tvrzeni.

1. Je-li S mnozina formuli a ¢ € S, pak ¢ je konsekventem S, tj. S = ¢ pro
kazdou ¢ € S.

2. Tautologie je konsekventem kazdé mnoziny formuli S.

Formule ¢ je tautologie pravé tehdy, kdyz | ¢.

- W

Kazda formule je konsekventem nesplnitelné mnoziny formuli.

5. Mame dvé mnoziny formuli M a N, kde M C N. Pak kazdy konsekvent
mnoziny M je také konsekventem mnoziny N, tj. je-li M = ¢, pak N | ¢.

6. Je-li ¢ konsekventem mnoziny formuli {aq, ..., ax} a kazdé formule «; je
konsekventem mnoziny formuli S, pak ¢ je konsekventem S.

1.6.8 Poznamka. Uvédomme si, ze o H S pravé tehdy, kdyz plati soucasné
a = B ataké g a.

1.6.9 Tvrzeni. Pro kazdé dvé formule o a 8 plati:
a =B prévé tehdy, kdyz « = 8 je tautologie.
1.6.10 Veéta. Pro mnozinu formuli S a formuli ¢ plati
S E ¢ praveé tehdy, kdyz S U {—¢} je nesplnitelna.
1.6.11 Veéta o dedukci. Pro mnozinu formuli S a formule ¢ a ¢ plati

SU{p} E¢ pravé tehdy, kdyz S E (¢ = ¢).
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1.7 Rezoluéni metoda ve vyrokové logice

Rezoluéni metoda rozhoduje, zda dand mnozina klausuli je splnitelnd nebo je
nesplnitelnd. Tim je také ”universalni metodou” pro feseni zakladnich problému
ve vyrokové logice, nebot:

1. Dan4 formule ¢ je sémantickym dusledkem mnoziny formuli S pravé tehdy,
kdyz mnozina S U {—¢} je nesplniteln4.

2. Ke kazdé formuli v existuje mnozina klausuli S,, takova, ze a je pravdiva v
ohodnoceni u pravé tehdy, kdyz v tomto ohodnoceni je pravdivd mnozina
Sa-

1.7.1 Klausule. Mnozinu vSech logickych proménnych oznac¢ime A. Pfipoménme,
7e literdl je bud logickd proménnd (tzv. positivni literdl) nebo negace logické
proménné (tzv. negativni literdl). Komplementdrni literdly jsou literdly p a —p.
Klausule je literdl nebo disjunkce koneéné mnoha literdlu (tedy i zddného).

Zv1astni misto mezi klausulemi zaujimé prdzdnd klausule, tj. klausule, ktera
neobsahuje zadny literdl a tudiz se jednd o kontradikci. Proto ji budeme
oznacovat F'.

Pro jednoduchost zavedeme nasledujici konvenci: Mame danu klausuli C' a
literdl p, ktery se v C vyskytuje. Pak symbolem C'\ p oznacujeme klausuli, kterd
obsahuje vSechny literdly jako C' kromé p. Tedy napft. je-li C = ~z VyV -z, pak

C\—-z=-zVy.
1.7.2 Rezolventa. Rekneme7 ze klausule D je rezolventou klausuli C1 a Cy

pravé tehdy, kdyz existuje literal p takovy, ze p se vyskytuje v klausuli C7, —p
se vyskytuje v klausuli C5 a

D = (Ci\p)V(Ca\ —p).

Také tikame, ze klausule D je rezolventou Cy a Cy podle literdlu p a znac¢ime
D = res,(C1, Ca).

1.7.3 Tvrzeni. Mdme dany dvé klausule C1,Cs a ozna¢me D jejich rezol-
ventu. Pak D je sémanticky dusledek mnoziny {C1, Cs}.

1.7.4 Tvrzeni. Mame dédnu mnozinu klausuli S a ozna¢me D rezolventu
nékterych dvou klausulf z mnoziny S. Pak mnoziny S a S U {D} jsou pravdivé

ve stejnych ohodnocenich.

1.7.5 Rezoluéni princip. Oznacme

R(S) = S U{D| D jerezolventa nékterych klausuli z S}
R(S) = S

R™Y(S) = R(RY(S)) pro i€N
R(S) = |J{R'(9)|i>0}.

Protoze pro kone¢nou mnozinu logickych proménnych existuje jen koneéné
mnoho klausuli, mus{ existovat n takové, ze R"(S) = R"1(S). Pro toto n plat{

R™(S) = R*(S).
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1.7.6 Véta (Rezoluéni princip.) Mnozina klausuli S je splnitelnd préve
tehdy, kdyz R*(S) neobsahuje préazdnou klausuli F'.

1.7.7 Zékladni postup. Pfedchozi véta déva navod, jak zjistit, zda dana
mnozina klausuli je spnitelnd nebo je nesplnitelna:

1. Formule mnoziny M pievedeme do CNF a M pak nahradime mnozinou
S v8ech klausuli vyskytujicich se v nékteré formuli v CNF. Klausule,
které jsou tautologiemi, vynechame. Jestlize ndm nezbyde zadna klausule,
mnozina M se sklddala z tautologii a je pravdiva v kazdém pravdivostnim
ohodnoceni.

2. Vytvoifme R*(S).

3. Obsahuje-li R*(S) prézdnou klausuli, je mnozina S (a tedy i mnozina M)
nesplnitelnd, v opa¢ném pripadé je M splnitelnd.

Je ziejmé, ze konstrukce celé mnoziny R*(S) muze byt zbyteénd — staci
pouze zjistit, zda R*(S) obsahuje F.

1.7.8 Vyhodnéjsi postup. Existuje jesté jeden postup, ktery usnadni préci
s pouzitim rezolu¢ni metody. Ten nejenom Ze nam odpovi na otazku, zda
kone¢na mnozina klausuli S je splnitelnd nebo nesplnitelnd, ale dokonce ndm
umozni v pfipadé splnitelnosti sestrojit aspon jedno pravdivostni ohodnocent,
v némz je mnozina S pravdiva.

Mame kone¢nou mnozinu klausuli S, kde zadné klausule neni tautologii.
Zvolime jednu logickou proménnou (ozna¢me ji x), kterd se v nékteré z klausuli
z S vyskytuje. Najdeme mnozinu klausuli S s témito vlastnostmi:

1. Z4dn4 klausule v S; neobsahuje logickou proménnou .

2. Mnozina S; je splnitelna pravé tehdy, kdyz je splnitelnd puvodni mnozina

S.

Mnozinu Sy vytvoiime takto: Rozdélime klausule mnoziny S do tii skupin:

My se skldda ze vSech klausuli mnoziny S, které neobsahuji logickou
promeénnou .

M, se sklada ze vSech klausuli mnoziny S, které obsahuji positivni literdl x.

M-, se skldda ze vSech klausuli mnoziny S, které obsahuji negativni literal
.

Ozna¢me N mnozinu vSech rezolvent klausuli mnoziny S podle literalu x; tj.
rezolvent vzdy jedné klausule z mnoziny M, s jednou klausuli z mnoziny M_,.
Vsechny tautologie vyradime.

Polozime S1 = My U N.

1.7.9 Tvrzeni. Mnozina klausuli S7 zkonstruovana vyse je splnitelna pravé
tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina S.

1.7.10 Dostali jsme tedy mnozinu klausuli S7, ktera jiz neobsahuje logickou
proménnou x a je splnitelna pravé tehdy, kdyz je splnitelnd mnozina S. Navic,
mnozina S; ma o jednu logickou proménnou méné nez mnozina S.

Nyni opakujeme postup pro mnozinu S;. Postup skonéi jednim ze dvou
moznych zpusobu:
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1. Pfi vytvareni rezolvent dostaneme prézdnou kalusuli F'. Tedy S je nespl-
nitelna.

2. Dostaneme prazdnou mnozinu klausuli. V tomto piipadé je mnozina S
splnitelna.

1.7.11 Je vyhodné predchozi postup zndzornovat v tabulce. Na zacatku
prace utvoiime tabulku, kterd obsahuje pro kazdou klausuli mnoziny S jeden
sloupec. V prvnim fadku vybereme jednu proménnou, feknéme x, a tadek
oznacime x. Prochazime neoznacené sloupce tabulky, které odpovidaji klausulim
obsahujicim proménnou x. Ve sloupci do fadku napiSeme 1, v piipadé, ze
klasusule obsahuje literdl =, nebo 0, v pripadé, ze klausule obsahuje literal —zx.

Vybereme libovolnou klausuli C7, ktera ma v fadku 1, a libovolnou klausuli
C5, kterd ma v fadku 0. Sloupec pro jejich rezolventu podle x pfidame v piipadé,
ze se jednd o novou klausuli, kterd neni tautologii. Jestlize zadny sloupece
nen{ v fadku oznacen 1 (M, = ()) nebo zddny sloupec neni v fddku oznacen
0 (M-, = 0), nepfiddvdme nic.

Jestlize jsme pridali prazdnou klausuli, vypocet kon¢i, mnozina S je nespl-
nitelnd. Jestlize kazdy sloupec jiz méa 1 nebo 0, vypocet ukoné¢ime, mnozina S
je splnitelnd. Tim jsme ukon¢ili prvni krok.

Ve druhém kroku se zajimame jen o sloupce tabulky, které nemaji jesté ani
¢islo 1 ani 0 (tyto sloupce tvoff mnoziny S7). Opét vybereme proménnou, kterd
se v nékteré ze zbylych klausuli vyskytuje. Postupujeme déle jako v kroku 1.

Cely postup tedy koné bud piidénim préazdné klausule, v tom piipadé
je mnozina S nesplnitelnd, nebo vyéerpanim neoznacenych sloupcu, v tomto
piipadé je mnozina S splnitelna.

Je-li mnozina S splnitelnd, tak jedno pravdivostni ohodnoceni, ve kterém je
mnozina S pravdiva, dostaneme zpétnym postupem v tabulce.
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Kapitola 2

Predikatova logika

2.1 Syntaxe predikatové logiky

Nejprve zavedeme syntaxi predikatové logiky, tj. uvedeme pravidla, podle nichz
se tvori syntakticky spravné formule predikatové logiky. Vyznam a pravdivostni
hodnota nas bude zajimat az déle.

Sprévné utvorené formule budou fetézce (posloupnosti) symbolu tzv. jazyka
predikdtové logiky.

2.1.1 Jazyk predikatové logiky L. Jazyk predikdtové logiky se sklada z
1. logickych symboli, tj.:

a) spocetné mnoziny individudlnich proménnych: Var = {z,y,...,21,z2,...}
b) vyrokovych logickych spojek: =, A, V, =, <

c¢) obecného kvantifikdtoru V a existenéniho kvantifikdtoru 3
2. specidlnich symbolu, tj.:

a) mnoziny Pred predikdtovych symbolt (nesmi byt prazdnd)
b) mnoziny Kons konstantnich symbolu (muze byt prazdna)
¢) mnoziny Func funkénich symbola (muze byt prazdna)

“

3. pomocnych symbolu, jako jsou zévorky ,(, [,) ,] a ¢drka ,,“.

Pro kazdy predikdtovy i funkéni symbol mame déno pfirozené ¢islo n kolika
objektu se dany predikat tyk&, nebo kolika proménnych je dany funkéni sym-
bol. Tomuto é&islu iikdme arita nebo téz cetnost predikatového symbolu nebo
funkéniho symbolu. Funkéni symboly maji aritu vétsi nebo rovnu 1, predikatové
symboly pfipoustime i arity O.

2.1.2 Poznamka. Predikdtové symboly budeme vétSinou znacit velkymi
pismeny, tj. napi. P,Q, R, ..., P, Ps,...; konstantni symboly malymi pismeny

ze zacatku abecedy, tj. a, b, ¢, ..., a1, ..., a funkéni symboly vétsinou f, g, h, ..., f1, fo,.- ..

Formule predikdtové logiky budeme oznacovat malymi feckymi pismeny (ob-
dobné, jako jsme to délali pro vyrokové formule). Kdykoli se od téchto konvenci
odchylime, tak v textu na to upozornime.
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Poznamejme, ze prestoze casto budeme mluvit o n-arnich predikatovych
symbolech a n-drnich funkénich symbolech, v bézné praxi se setkdme jak
s predikaty, tak funkcemi arity nejvyse t¥i. Nejbéznéjsi jsou predikaty a funkéni
symboly arity 1, tém fikame téz undrni, nebo arity 2, tém fikdme téz bindrni.

Predikétové symboly arity 0 predstavuji nestrukturované vyroky (netykaji
se zaddného objektu). Timto zpusobem se v predikétové logice dd popsat i vyrok:
,Prsi®.

Poznamenejme jesté, ze nékteii autori konstantni symboly zahrnuji pod
nuldrni funkén{ symboly (tj. funkéni symboly arity 0).

2.1.3 Termy. Mnozina termu je definovana témito pravidly:

1. Kazda proménnd a kazdy konstantni symbol je term.

2. Jestlize f je funkéni symbol arity n a ty,ts,...,t, jsou termy, pak
f(t1,te, ... ty) je také term.

3. Nic, co nevzniklo koneénym pouzitim pravidel 1 a 2, neni term.

popséan nez jen proménnou nebo konstantou. V jazyce predikatové logiky termy
vystupuji jako ,podstatna jména“.

2.1.5 Atomické formule. Atomickd formule je predikatovy symbol P apli-
kovany na tolik termu, kolik je jeho arita. Jinymi slovy, pro kazdy pre-
dikdtovy symbol P € Pred arity n a pro kazdou n-tici termu t¢q,to,...,t, je
P(tq,ta,...,t,) atomickd formule.

2.1.6 Formule. Mnozina formuli je definovana témito pravidly:

1. Kazda atomickd formule je formule.

2. Jsou-li ¢ a ¢ dvé formule, pak (=), (¢ A1), (0 V), (p = ), (¢ < )
jsou opét formule.

3. Je-li p formule a x proménnd, pak (Vz ¢) a (3x ¢) jsou opét formule.

4. Nic, co nevzniklo pomoci koneéné mnoha pouziti bodu 1 az 3, neni formule.

2.1.7 Poznamka. Formule predikatové logiky jsme definovali obdobné jako
vyrokové formule: Nejprve jsme definovali ,ty nejjednodussi“ formule (ato-
mické formule) a potom pomoci logickych spojek a kvatifikatoru konstruujeme
slozitéjsi formule. Ve vyrokové logice byl prvni krok daleko jednodussi, protoze
atomické vyroky (logické proménné) nebyly strukturované. Vlastni konstrukce
formuli je vsak v obou piipadech podobné.

2.1.8 Konvence.

1. Uplné vnéjsf zdvorky nepiSeme. Piseme tedy napi. (3zP(z))V R(a, b) misto
(B2 P(x)) v R(a,b)).

2. Spojka ,negace® ma vzdy prednost pred vyrokovymi logickymi spojkami
a proto piSeme napt. Va (-P(x) = Q(x)) misto Vz ((-P(z)) = Q(x)).
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2.1.9 Syntakticky strom formule. Ke kazdé formuli predikatové logiky
muzeme piifadit jeji syntakticky strom (téz derivaéni strom) podobnym zpusobem
jako jsme to udélali v ptipadé vyrokovych formuli. Rozdil je v tom, ze kvanti-
fikdtory povazujeme za undrni (tj. maji pouze jednoho néslednika) a také pro
termy vytvarime jejich syntakticky strom. Listy syntaktického stromu jsou vzdy
ohodnoceny bud proménnou nebo konstantou.

2.1.10 Podformule. Podformule formule ¢ je libovolny podietézec ¢, ktery
je sam formuli. Jinymi slovy: Podformule formule ¢ je kazdy fetézec odpovidajici
podstromu syntaktického stromu formule ¢, uréenému vrcholem ohodnocenym
predikatovym symbolem, logickou spojkou nebo kvantifikdtorem.

2.1.11 Volny a vazany vyskyt proménné. Mame formuli ¢ a jeji syn-
takticky strom. List syntaktického stromu obsazeny proménnou z je vyskyt
proménné x ve formuli ¢. Vyskyt proménné z je vdzany ve formuli o, jestlize pii
postupu od listu ohodnoceného timto x ve sméru ke koteni syntaktického stromu
narazime na kvantifikdtor s touto proménnou. V opacném piipadé mluvime
o volném vyskytu proménné x.

2.1.12 Sentence. Formule, kterd m&a pouze vazané vyskyty proménné, se
nazyva sentence, téz uzaviend formule. Formuli, kterd méa pouze volné vyskyty
proménné, se fika otevirend formule.

2.1.13 Legalni prejmenovani proménné. Prejmenovani vyskytu proménné
x ve formuli ¢ je legdlnim pFejmenovanim proménné, jestlize

e jedna se o vyskyt vdzané proménné ve ;

e prejmenovavame vSechny vyskyty x vazané danym kvantifikatorem;

e po prejmenovani se zadny dfive volny vyskyt proménné nesmi stat

vazanym vyskytem.

2.1.14 Rovnost formuli. Dvé formule povazujeme za stejné, jestlize se lis{
pouze legalnim pfejmenovanim vazanych proménnych.

Kazdou formuli ¢ lze napsat tak, Ze kazd4 proménnd mé ve formuli bud jen
volné vyskyty nebo jen vazané vyskyty.

2.2 Sémantika predikatové logiky
Nyni se budeme zabyvat sémantikou formuli, tj. jejich vyznamem a pravdivosti.

2.2.1 Interpretace jazyka predikatové logiky. Interpretace predikatové
logiky s predikatovymi symboly Pred, konstantnimi symboly Kons a funkénimi
symboly Func je dvojice (U, [—]), kde

e U je neprazdnd mnozina nazyvana universum,
o [—] je pfifazeni, které

1. kazdému predikatovému symbolu P € Pred arity n pfifazuje podmnozinu
[P] mnoziny U™, tj. n-drni relaci na mnozing U.
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2. kazdému konstantnimu symbolu a € Kons pfifazuje prvek z U,
znacime jej [a],

3. kazdému funkénimu symbolu f € Func arity n pfifazuje zobrazeni
mnoziny U™ do U, znacéime je [f],

Mnozina U se nékdy nazyva domain a oznacuje D.

2.2.2 Kontext proménnych. Je ddna interpretace (U, [—]). Kontext proménngch
je zobrazeni p, které kazdé proménné x € Var prifadi prvek p(z) € U. Je-li p
kontext proménnych, x € Var a d € U, pak

plz = d]

oznacuje kontext proménnych, ktery ma stejné hodnoty jako p, a lisi se pouze
v proménné z, kde méd hodnotu d. Kontextu proménnych p[z := d] téz fikdme
update kontextu p o hodnotu d v z.

2.2.3 Interpretace termu pii daném kontextu proménnych. Je dana
interpretace (U, [—]) a kontext proménnych p. Pak termy interpretujeme
nésledujicim zptsobem.

1. Je-li term konstatni symbol a € Kons, pak jeho hodnota je prvek [a], =
[a]. Je-li term proménna x, pak jeho hodnota je [z], = p(z).

2. Je-li f(t1,...,t,) term. pak jeho hodnota je

[[f(tlv cee »tn)]]p = [[f]]([[tl]]pv EN) th]]p)-

[Jinymi slovy, hodnota termu f(¢1,...,t,) je funkéni hodnota funkce [f]
provedené na n-tici prvka [t1],, ..., [tn], 2z U]

Poznamenejme, ze neobsahuje-li term ¢ proménnou, pak jeho hodnota nezalezi
na kontextu proménnych p, ale pouze na interpretaci.

Tuto formalni definici si muzete piiblizit jesté takto. Vezmeme term t a
utvoiime jeho syntakticky strom. Listy stromu ohodnotime tak, jak ndm fika
interpretace (pro konstantni symboly) a kontext proménnych (pro proménné).
Pak jdeme v syntaktickém stromu smérem ke kofeni. Vrchol, ktery odpovidd
n-arnimu funkénimu symbolu f a ma néasledniky ohodnoceny prvky di, ds,
<oty dy, (v tomto poradi zleva doprava), ohodnotime prvkem [f](d1,...,d,), tj.
obrazem n-tice (dy,...,d,) v zobrazenf [f]. Prvek, kterym je ohodnocen kofen,
je hodnota celého termu v dané interpretaci a daném kontextu. Uvédomte si,
7e se jednd o presné stejny postup jako napft. pii vyhodnocovani algebraickych
vyrazu.

2.2.4 Pravdivostni hodnota formule v dané interpretaci a daném
kontextu. Nejprve definujeme pravdivost formuli v dané interpretaci (U, [—])
pri daném kontextu proménnych p:

1. Necht ¢ je atomickd formule. Tj. ¢ = P(t1,...,t,), kde P je predikdtovy
symbol arity n a tq,...,t, jsou termy. Pak ¢ je pravdiva v interpretaci
(U,[-]) a kontextu p pravé tehdy, kdyz

(ltadps - - Ttnlp) € [PI-
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Jinymi slovy: ¢ je v nasi interpretaci pravdiva pravé tehdy, kdyz n-tice
hodnot termu ([t1],, ..., [tn],) ma vlastnost [P].

2. Jsou-li ¢ a v formule, jejichz pravdivost v interpretaci (U, [—]) a kontextu
p jiz zname, pak
e —p je pravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ neni pravdiva.
e v A je pravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ i ¢ jsou pravdivé.
e © V1 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ i ¥ jsou nepravdivé.

e © = 1 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ je pravdivd a ¥ je
nepravdiva.

e © & 1 je pravdiva pravé tehdy, kdyz bud obé formule ¢ a 1 jsou
pravdivé, nebo obé formule ¢ a 1) jsou nepravdivé.

3. Je-li ¢ formule a  proménnd, pak

e Vzp(z) je pravdivd prave tehdy, kdyz fromule ¢ je pravdiva v kazdém
kontextu p[z := d], kde d je prvek U.

e Jdz p(x) je pravdiva prave tehdy, kdyz fromule ¢ je pravdivd v aspon
jednom kontextu plx := dJ, kde d je prvek U..

2.2.5 Pravdivostni hodnota sentence. Sentence ¢ je pravdivd v interpre-
taci (U, [—]) prévé tehdy, kdyz je pravdivd v kazdém kontextu proménnych p.

Poznamenejme, ze pro sentence v predchozi definici jsme mohli pozadovat
pravdivost v alespon jednom kontextu.

2.2.6 Model sentence. Interpretace (U, [—]), ve které je sentence ¢ prav-
diva, se nazyva model sentence .
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2.2.7 Splnitelné mnoziny sentenci. Mnozina sentenci M je spinitelnd
prave tehdy, kdyz existuje interpretace (U,[—]), v niz jsou vSechny sentence
z M pravdivé. Takové interpretaci pak fikdme model mnoziny sentenci M.
Mnozina sentenci M je nespinitelnd, jestlize ke kazdé interpretaci (U, [—])
existuje formule z M, kterd je v (U, [—]) nepravdiva.
7 posledni definice vyplyva, ze prazdnd mnozina sentenci je splnitelna.
(Porovnejte s vyrokovou logikou.)

2.3 Tautologicka ekvivalence

2.3.1 Tautologickd ekvivalence sentenci. Rekneme, ze dvé sentence ¢
a Y jsou tautologicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz maji stejné modely, t;j.
jsou pravdivé ve stejnych interpretacich. Jinymi slovy, maji stejnou pravdivostni
hodnotu ve vSech interpretacich.

Neékdy se tika, ze sentence jsou sémanticky ekvivalentni misto, Zze jsou
tautologicky ekvivalentni.

2.3.2 Poznamka. D4 se jednoduse dokazat, ze tautologicka ekvivalence je
relace ekvivalence na mnoziné vsech sentenci daného jazyka £ a ze ma podobné
vlastnosti jako tautologicka ekvivalence formuli vyrokové logiky.

2.3.3 Tvrzeni. Nechf ¢ a 1 jsou sentence. Pak plati:

v H v prave tehdy, kdyz ¢ < 1 je tautologie.

2.3.4 Poznamka. Ze znamych tautologii dostdvame nasledujici tautologické
ekvivalence

1. ~(Vz P(z)) H 3z —-P(z))
2. =(3z P(z)) H (Vz -P(z))
3. VaVy Q(z,y) H YyVz Q(z,y),
4. Jr Iy Q(x,y) H Iy 3z Q(z,y).

)
9

2.3.5 Tvrzeni. Plati ndsledujici tautologické ekvivalence (P a @ jsou unérni
predikdtové symboly).

L (Vo P(z)) A (Ve Q(x)) H Ve (P(z) A Q(x));
2. Bz P(x)) v (3 Q(x)) H Fz (P(z) v Q(x));
3. (Vo P(z)) V (Vy Qy)) H Va vy (P(x) V Q(y));
4. (Fz P(z)) Ay Q(y)) H F= 3y (P(z) A Qy))-

2.4 Sémanticky dusledek

Obdobné jako ve vyrokové logice definujeme i v predikatové logice pojem
sémanticky disledek (téz konsekvent, tautologicky disledek); tentokrat vsak jen
pro mnoziny sentenci.
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2.4.1 Sémanticky dusledek. Rekneme, 7e sentence ¢ je sémantickym disledkem,
téz konsekventem mnoziny sentenci S pravé tehdy, kdyz kazdy model mnoziny
S je také modelem sentence ¢. Tento fakt znacime

S E .

Muzeme téz Fici, ze sentence ¢ neni konsekventem mnoziny sentenci S,
jestlize existuje model mnoziny S, ktery neni modelem sentence ¢. To znameng,
ze existuje interpretace (U, [—]), v niZ je pravdiva kazd4 sentence z mnoziny S
a neni pravdivd formule ¢. Jedna se tedy o obdobny pojem jako ve vyrokové
logice, pouze misto o pravdivostnim ohodnoceni mluvime o interpretaci.

2.4.2 Konvence. Jestlize mnozina sentenci S je jednoprvkovd, tj. S = {4},
pak piseme ¢ = ¢ misto {¢} = ¢. Je-li mnozina S prazdnd, piSeme = ¢ misto
0E e

2.4.3 Priiklady. Jsou-li P a @ unarni predikiatové symboly a R bindrni
predikatovy symbol, pak

1. Vz P(z) E 3z P(x).

Ano, jestlize vSechny objekty maji vlastnost odpovidajici P, pak existuje
alesponii jeden objekt, ktery tuto vlastnost ma. Uvédomte si, ze 3z P(x)
je sémantickym dusledkem sentence Va P(x) z toho duvodu, ze domain U
v interpretaci nikdy neni prazdny.

2. Jdx P(x) W Vz P(z).

Nen{ tézké najit interpretaci (U,[—]), ve které je pravdivd sentence
Jz P(x) a sentence Vz P(x) je nepravdivd. Polozme napt. U = N, tj.
naSe objekty jsou pfirozend ¢isla, a vlastnost P je vlastnost byti sudym
¢islem, tj. [P] je mnozina sudych piirozenych ¢isel.

3. {Vz (P(z) = Q(x)), Iz P(x)} E Jx Q(x).
Ano, jestlize v néjaké interpretaci existuje objekt, ktery méa vlastnost
odpovidajici P, pak z pravdivosti implikace Va (P(z) = Q(x)) tento
objekt musi mit vlastnost odpovidajici Q.

4. (Y P()) V (V2 Q(x)) | Ve (P(2) V Q(x)).

Ano, sentence (Vz P(z)) V (Vx Q(x)) je stejnd jako sentence (Va P(x)) V
(VyQ(y)) (pFejmenovali jsme pouze v druhé ¢dsti sentence vézanou
proménnou x na y). Tedy sentence (Vz P(x)) V (Vx Q(x)) je pravdivd v
kazdé interpretaci, ve které vSechny objekty maji vlastnost odpovidajici
P nebo vsechny objekty maji vlastnost odpovidajici  (nebo obé vlast-
nosti). To ale znamend, ze kazdy z objekti mé aspon jednu z vlastnosti
odpovidajici P a Q. Tedy sentence Va (P(x) V Q(z)) je pravdiva.

5. (Va (P(z) v Q(x)) F (Vo (P(z)) V (Vz Q(z)).
Neni tézké najit interpretaci, ve které je pravdivd sentence Va (P(z) V
Q(x)), tj. kazdy objekt této interpretace ma aspon jednu z vlastnosti
odpovidajicich P a @, a ptritom nékteré objekty maji jen P a nékteré jen
Q. Tudiz neni pravdivé, ze vSechny objekty maji vlastnost odpovidajici
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2.4.4

P nebo vsechny objekty maji vlastnost odpovidajici @); tudiz sentence
(Vz P(z)) V (Vz Q(x)) je nepravdiva.

Uvazujme interpretaci, kde U je mnozina prirozenych ¢isel, vlastnost
odpovidajici P je byt sudym ¢islem, vlastnost odpovidajici @ je byt lichym
cislem. Pak plati, ze kazdé pfirozené ¢islo je sudé nebo liché, ale neplati,
ze by vSechna prirozend cisla byla suda nebo ze by vSechna pfirozena ¢isla
byla liché.

(Vo P(z)) V (Vy Q(y)) E VaVy (P(z) V Q(y))-
Nejprve oznacme o = (Vx P(z)) V (Vy Q(y)) a B =VzVy (P(z) V Q(y)).

Toto tvrzeni je trochu obtiznéjsi zduvodnit. Pujdeme na to tak, ze
ukazeme, ze neni-li sentence (8 pravdiva, neni pravdiva ani sentence a.
Tim bude 5) dokazéno.

Fakt, ze sentence [ je pravdivd v interpretaci (U,[—]) znamend toto:
vybereme-li libovolnou dvojici objektu ¢, d € U, pak objekt ¢ m4 vlastnost
[P] nebo objekt d m4 vlastnost [Q]. Piedpoklddejme tedy, Ze sentence S
nenf pravdiva v interpretaci (U, [—]). To znamen4, ze mame (aspon) jednu
dvojici ¢,d € U takovou, ze ¢ nemé [P] a d nema [Q]. Pak ale nemuze
byt pravdivd ani sentence Vz P(x) (¢ nemd vlastnost [P]), ani sentence
Yy Q(y) (d nemd vlastnost [Q]). Proto je nepravdivd i sentence .

JxVy R(z,y) = Vy 3z R(x,y).

Ano, sentence 3z Vy R(x,y) je pravdivé ve vSech interpretacich, ve kterych
existuje prvek ¢ € U takovy, ze ¢ s kazdym prvkem d € U ma vlastnost
odpovidajici R (nepfesné, ale srozumitelné, muzeme psit, ze R(c,d) je
pravdivé). Pak je vsak pravdivd i sentence Vy3dx R(z,y), protoZe pro
libovolné d € U muzeme do proménné x dosadit prvek c.

Va Jy R(x,y) = Jy Vo R(z, y).

Zde najdeme lehce interpretaci, ve které je sentence VyJx R(x,y) prav-
div4, ale sentence Vz Jy R(z,y) nikoli:

Jako domain U zvolime mnozinu vSech pfirozenych ¢isel a predikat R(z,y)
interpretujeme jako z < y. (Tj. [R] je mnozina vSech uspofddanych
dvojic (m,n), kde m < n.) Pak formule Va 3y R(x,y) je pravdivd, protoze
opravdu pro kazdé pfirozené cCislo n existuje ¢islo vétsi, napt. n + 1.
Sentence Jy Vx R(x,y) pravdivd v této interpretaci neni; to by znamenalo,
ze bychom museli mit nejvétsi pfirozené ¢islo a takové ¢islo neexistuje.

Obdobné jako pro vyrokovou logiku, dostavame fadu jednoduchych

prozorovani. Pro mnoziny sentenci M, N a sentenci ¢ plati:

1.
2.

Jelipe M, jeMEp.
JeiNCMaNEg jeiM .

Je-li ¢ tautologie, pak M = ¢ pro kazdou mnozinu sentenci M.

. Je-li = ¢, pak ¢ je tautologie.

Je-li M nesplnitelnd mnozina, pak M = ¢ pro kazdou sentenci ¢.
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2.4.5 Tvrzeni. Nechf ¢ a 1) jsou sentence. Pak plati:
pH ¥ préve tehdy, kdyz ¢ ¢ ad .

2.4.6 Tvrzeni. Nechf ¢ a 1) jsou sentence. Pak plati:

v E prave tehdy, kdyz ¢ = ¢ je tautologie.

2.4.7 Veéta. Pro kazdou mnozinu sentenci S a kazdou sentenci ¢ plati:

S E ¢ prave tehdy, kdyz S U{-p} je nesplnitelnd mnozina.

2.5 Rezolucni metoda v predikatové logice

Rezolu¢ni metoda v predikdtové logice je obdobnda stejnojmenné metodé ve
vyrokové logice. OvSem vzhledem k bohatsi vnitini struktufe formuli pre-
dikatové logiky je slozitéjsi. Pouziva se v logickém programovani a je zdkladem
programovaciho jazyka Prolog.

Nejprve zavedeme literdly a klausule v predikatové logice.

2.5.1 Literal. Literdlje atomickd formule (tzv. pozitivni literdl), nebo negace
atomické formule (tzv. negativni literdl). Komplementdrni literdly jsou dva
literaly, z nichz jeden je negaci druhého.

2.5.2 Klausule Klausule je sentence takova, ze vsechny kvantifikdtory jsou
obecné a stoji na zacdtku sentence (na jejich poradi nezdlezi) a za nimi ndsleduji
literal nebo disjunkce literdlu.

Ve vyrokové logice jsme pro kazdou formuli @ nasli k ni tautogicky ekviva-
lentni mnozinu klausuli S, a to tak, ze o i S, byly pravdivé ve stejnych prav-
divostnich ohodnoceni. Takto jednoducha situace v predikatové logice neni. V
piisti pfednésce si ukdzeme, jak k dané sentenci ¢ najit mnozinu klausuli S, a
to tak, Ze ¢ je splnitelnd pravé tehdy, kdyz mnozina S, je splnitelna.

2.5.3 Prievedeni sentence na klausalni tvar. Pro kazdou sentenci ¢
existuje mnozina klausuli S, takovd, Ze sentence ¢ je splnitelnd pravé tehdy,
kdyz S, je splnitelna.

2.5.4 Postup. Uvedeme postup, kterym pro danou sentenci ¢ zkonstruujeme
mnozinu klausuli S,,.

1. Piejmenujeme proménné formule ¢ tak, aby kazdy vstup kvantifikatoru
vézal jinou proménnou. (Tj. napf. formuli Vo P(z) VVz Q(z, a) nahradime
formuli Vz P(x) VVy Q(y,a).)

2. Spojky =, < nahradime spojkami =, V a A na zdkladé znamych tautolo-
gickych rovnosti

a = 3 nahradime -aV S
a < B nahradime (—aV B)A (aV-p)
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3. Pfesuneme spojku — ,,co nejnize“ v deriva¢nim stromu formule, tj. az pred
atomické formule. Pouzijeme k tomu vztahy

—-dzr a nahradime V-«
—Vza nahradime Iz -«
—(aV ) nahradime -aA-f
—(aAB) mnahradime -aV -p

——« nahradime o«

4. Pfesuneme spojku V ,co nejnize* v derivaénim stromu formule pomoci
vztahu

aV (BAv) nahradime (aV B8)A(aV~y)
aV (Vz ) nahradime Vz(aV )
aV (3zf) nahradime 3z (aV f)

Pritom davame prednost prvni rovnosti. Teprve v ptipadé, ze prvni rov-
nost nelze aplikovat, pouzivame dalsi dvé rovnosti. Uvédomte si, ze druha
rovnost je opravdu tautologickd ekvivalence pouze proto, ze formule «
neobsahuje proménnou x (viz krok 1).

5. Pouzijeme tautologickou ekvivalenci
Vo (oA B) nahradime (Vo)A (VaS)

k distribuci obecného kvantifikatoru. Jestlize nyni formule neobsahuje
existencéni kvantifikator, mame formuli v, ktera je konjunkei klausuli. Tuto
formuli tedy nahradime mnozinou Sy, jejich klausuli.

V pripadé, ze formule 1 obsahuje existen¢ni kvantifikdtor, provedeme
skolemisaci, kterd je vysvétlena a popséana v dalsich odstavcich.
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2.5.5 Skolemizace. Poznamenejme, ze terminy ,,skolemizace®, ,skolemizacni
konstanta“ a ,skolemizac¢ni funkéni symbol® jsou odvozeny od jména norského
matematika — logika Thoralfa Skolema.

Skolemizaci{ nahradime formuli ¢ formul{ ¢’ takovou, ze formule 1 je spl-
nitelnd prévé tehdy, kdyz je splnitelnd formule 7’ (obecné ale ne pro stejnou
interpretaci). Difve nez ukdzeme obecny postup, uvedeme dva piiklady.

2.5.6 Piiklad 1. Najdéme klausuli 9/, kterd je splnitelna prave tehdy, kdyz
je splnitelnd sentence ¢ = 3z P(x).
Hledanou sentenci je 1" = P(a), kde a je néjaky novy konstantni{ symbol.
Neni obt{Zné nahlédnout, zZe formule v je tautologickym dusledkem formule 7)’.
Konstantni symbol a pouzity v minulém piikladé, se nazyva skolemizacni
konstanta.

2.5.7 Piiklad 2. Najdéme klausuli 9/, kterd je splnitelnd pravée tehdy, kdyz
je splnitelnd sentence ¥ = Va Iy Q(x, y).

Formuli ¢ nahradime formuli ¢/ = VzQ(z, f(z)), kde f je novy undrni
funkéni symbol. Nyni jiz opét plati, ze formule v je splnitelnd pravé tehdy,
kdyz je splnitelna formule 2’

Funkénimu symbolu f se fika skolemizacni funkéni symbol.

2.5.8 Obecny postup (pokracovani bodu 1 — 5 z postupu 2.5.4).

6. Obsahuje-li formule existen¢ni kvantifikator, nahradime kazdou uzavienou
podformuli tvaru Vz; ...V, Jy a(y) formuli Va; ... Vo, a(f(z1,...,2,)),
kde f je libovolny novy funkéni symbol arity n. Je-li n = 0, pouzijeme novy
konstantni symbol a. Tomuto procesu se fika skolemizace, funkénimu sym-
bolu f skolemizaéni funkéni symbol, konstanté a skolemizacni konstanta.
Pokracujeme podle kroku 5 z 2.5.4.

Uvédomte si, ze proménné x1, ..., Z, jsou pravé vSechny proménné vazané
obecnym kvantifikdtorem, na které narazime pii postupu syntaktickym stromem
od Jy smérem ke kofeni.

2.5.9 Rezolventy klausuli. Ve vyrokové logice jsme rezolventy vytvareli
tak, ze jsme si vzdy vzali dvé klausule, které obsahovaly dvojici komple-
mentarnich literdlu, a vyslednd rezolventa byla disjunkci vSech ostatnich literdlu
z obou klausuli. Situace v predikatové logice je slozitéjsi. Postup, jak vytvaiime
rezolventy v predikatové logice, si ukazeme na piikladech.

2.5.10 Priklad. Najdéme rezolventu klausuli K1 = VaVy (P(z) V -Q(z,y))
a Ky =VzVy (Q(x,y) vV R(y)), kde P a R jsou undrni predikdtové symboly a Q
je binarni predikatovy symbol, x,y jsou proménné.

Klausule K; a K5 obsahuji dvojici komplementdrnich literdlu, totiz —-Q(x, y)
je literdl Ky a Q(x,y) je literdl K. Rezolventou klausuli K7 a Ks je tedy
K =VaVy (P(z) V R(y)).

2.5.11 Priiklad. Najdéme rezolventu klausuli Ky = Va (P(z) V -Q(z)) a
Ky = Q(a) V R(b), kde P, @ jsou unarni predikdtové symboly a a,b jsou
konstanty.
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Klausule K; a K, neobsahuji dvojici komplementarnich literal, nebot
negace literdlu Q(a) neni literdl —Q(z) a naopak. Pritom vsak literdl —Q(x)
odpovida formuli Vz—-Q(z), a tedy zahrnuje i —Q(a). Proto pfi substituci
konstanty a za proménnou x dostavame klausule

K} =P(a)V-Q(a) a Kj=Q(a)VR()
a jejich rezolventa je klausule P(a) V R(b).

2.5.12 Priklad. Najdéme rezolventu klausuli
Ky =Vavy (P, y) V Qe,y,a) a Kz =V¥z¥o(~Q(g(v), 2 2) V R(v, 2)),

kde P, R jsou binarni predikatové symboly, @) je predikatovy symbol arity 3 a
a je konstanta.

Pokusime se vhodnou substituci vytvofit z Q(x,y, a) a ~Q(g(v), z, z) dvojici
komplementarnich literdli. Toho dosdhneme substituci: za proménné y a z
dosadime konstantu a, a za proménnou = dosadime term g(v). Tim dostaneme
komplementérni literaly

Q(g(v)7a’a) _‘Q(g(v)aava)'

Provedenim substituce na celé klausule, dostaneme klausule K| a K3, jejichz
rezolventa bude i rezolventou klausuli Ky, Ky. Tedy K| = Yv—(P(g(v),a) V
Q(g(v),a,a)), K = Vv (=Q(g(v),a,a) V R(v,a)) a hledand rezolventa je K =
Vo (=P(g(v),a)V R(v,a)).

2.5.13 Poznamka. Ne vzdy rezolventa existuje. Rezolventa klausuli

Ky =Vz (-P(x)VQ(f(x),a)) a K>=VyVz(-Q(y,y)V R(f(y).2)),

(kde P je unarni predikdtovy symbol, @ a R jsou bindrni predikdtové symboly,
f je undrnf funkéni symbol a a je konstanta) neexistuje. Piipady, kdy existuje
¢i neexistuje vhodna substituce, fesi unifikac¢ni algoritmus, ktery uvadime v
nasledujicicm odstavci. V pripadé, ze substituce existuje, unifikac¢ni algoritmus
najde nejobecnéjsi substituci.

2.5.14 Unifikaéni algoritmus.

Vstup: Dva positivni literdly Ly, Lo, které nemaji spole¢né proménné.
Vystup: HlaSeni neexistuje v piipadé, ze hledana substituce neexistuje,
v opa¢ném pifipadé substituce ve tvaru mnoziny prvkua tvaru z/t,
kde z je proménnd, za kterou se dosazuje,
a t je term, ktery se za proménnou z dosazuje.

1. Polozme E; := Ly, Ey := Lo, 6 := 0.

2. Jsou-li Fy, Ey prazdné fetézce, stop. Mnozina 6 urcuje hledanou substituci.
V opaéném piipadé polozime Ey := FE16, Ey := Es0 (tj. na Ey, Es
provedeme substituci 6).

3. Ozna¢ime X prvni symbol fetézce Fp, Y prvni symbol fetézce Es.
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4. Je-li X = Y, odstranime X a Y z pocitku F; a F,. Jsou-li X a VY
predikatové nebo funkéni symboly, odstranime i jim pfislusné zévorky a
jdeme na krok 2.

5. Je-li X proménnd, nedélame nic.
Je-1i Y proménnd (a X nikoli), prehodime Fy, Es a X, Y.
Neni-li ani X ani Y proménnd, stop. Vystup neexistuje.

6. Je-li Y proménna nebo konstanta, polozime 0 := 0 U {X/Y }. Odstranime
X a'Y ze zacdtku fetézcu E7 a Fy (spolu s ¢arkami, je-li tfeba) a jdeme
na krok 2.

7. Je-i Y funkéni symbol, oznac¢ime Z vyraz skladajici se z Y a vSech jeho
argumentu (véetné zdvorek a ¢arek). Jestlize Z obsahuje X, stop, vystup
neexistuje.

V opaéném piipadé polozime 6 := QU{X/Z}, odstranime X a Z ze zac¢dtku
E; a E5 (odstranime ¢arky, je-li tieba) a jdeme na krok 2.

2.5.15 Rezolué¢ni princip. Je obdobny jako rezoluéni princip ve vyrokové
logice:
Je dana mnozina klausuli S. Oznac¢me

R(S) = S U{K | K je nejobecnéjsi rezolventa nékterych klausuli z S}
R(S) = S
R™Y(S) = R(RYS)) pro i€eN
R(S) = [J(Rr'(s)i=0}.

Mnozina klausuli S je splnitelnd préaveé tehdy, kdyz R*(S) neobsahuje
prézdnou klausuli F'.

Jestlize je mnozina S koneénd, existuje pfirozené éislo ng takové, ze R™ (S) =
R™1. Pak R*(S) = R™(S).

2.5.16 Poznamka. Rezoluéni princip pouzivame i pro zjisténi, zda z mnoziny
sentenci S vyplyva sentence a (tj. zda S = «) a to takto.

Postupujeme podle véty 2.4.7: Nejprve vytvorime mnozinu SU {-a} a pak
upravujeme sentence této mnoziny na klausalni tvar; mnozinu, kterou dosta-
neme, ozna¢me M. Jestlize R*(M) obsahuje prézdnou klausuli, pak mnozina
S U {—a} je nesplnitelnd a S | « plati; jestlize prazdnéd klausule nepatii do
R*(M), pak S U {—a} je splnitelnd a S = o neplati.

2.5.17 Priklad 1. Je ddna mnozina sentenci

S = {Vavy ((P(x) A Q(z,y)) = R(y)), V2 Q(f(z), g(x)), P(f(b))}

a sentence ¢ = R(g(b)), kde P je undrn{ predikatovy symbol, @ je bindrn{
predikdtovy symbol, f a g jsou bindrni funkéni symboly a b je konstantni symbol.
Rezoluéni metodou rozhodnéte, zda plati S = ¢.
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2.5.18 Reseni. Nejprve vytvoifme mnozinu S U {—p}. Mdme

SU{=p} = {Va vy (P(2)AQ(z,y)) = R(y)), Yz Q(f(x), 9(x)), P(f(b)), ~R(g(b))}-

Nyni prevedeme sentence na klausalni tvar. Dostaneme mnozinu klausuli

{Vavy (=P (z) vV =Q(z,y) V R(y)), V2 Q(f(2), 9(2)), P(f (b)), ~R(g(b))}-

Oznacme jednotlivé klausule: K; = VaVy (=P (z) V -Q(z,y) V R(y)), K2 =
V2 Q(2),9(2)), Ks = P(f(5)) a Ks = =R(g(0)).

Nejprve utvoiime rezolventu klausuli K7 a K3. Abychom rezolventu mohli
utvorit, za proménnou z dosadime term f(b). Dostaneme klausuli K| =
Yy (=P(f (b)) V =Q(f(b),y) V R(y)). Klausule K] a K3 obsahuji dvojici kom-
plementarnich literdlt, totiz ~P(f(b)) v K7 a P(f(b)) v K3. Jejich rezolventa
je klausule K5 = vy (=Q(f(b),y) V R(y)).

Nyni utvoiime rezolventu klausuli K, a Ks5. Provedeme substituci: za
proménnou y dosadime term f(b). Dostaneme klausule K, = —Q(f(b), g(b)) V
R(g(b)) a K4 = —R(g(b)). Jejich rezolventa je klausule Kg = —Q(f(b), g(b)).

Nyni vybereme klausule K5 a Kg. Po dosazeni konstanty b za proménnou z,
dostavame klausule K = Q(f (), g(b)) a Kg = =Q(f(b), g(b)), jejichz rezolventa
je prazdna klausule F.

Proto je mnozina S U {—¢} nesplnitelnd a S |= ¢ plati.

Poznamenejme, Ze jsme nekonstruovat celou mnozinu R*(S U {—¢p}); nebylo
to potfeba proto, ze prazdnou klausuli jsme dostali v R3(S U {—¢}).

2.5.19 Poznamka. Pomoci rezoluéni metody muZeme také zjistovat, zda
dvé sentence jsou nebo nejsou tautologicky ekvivalentni. Ukazme si to na
prikladé.

2.5.20 Priklad 2. Pro dvé sentence ¢ a 1 rezolu¢ni metodou rozhodnéte,
zda ¢ H 1, kde o = Iz Vy Q(z,y) a v = Vy Iz Q(x, y).

2.5.21 Reseni. Abychom ovérili, ze ¢ H 1, musime ukazat:

oEY a YEo

Add 1. Utvoifme mnozinu {p, —-}. Této mnoziné odpovidd mnozina sentenc{
{FxVy Q(z,y), ItVz-Q(z,t)}. Skolemizujeme a dostaneme mmnozinu klausuli
S ={VyQ(a,y),Vz-Q(z,b)}. Substituci y/b a z/a, dostaneme dvojici klausuli
K, = Q(a,b) a Ko = —Q(a,b); jejich rezolventa je prazdna klausule. Proto
©» E 9 plati.

Add 2. Obdobné utvoifme mnozinu {¢, ¢ }. Této mnoziné odpovidd mnozina
sentenci {Vz Iy Q(z,y),Vz It -Q(z,t)}. Skolemizujeme a dostaneme mnozinu
klausuli S = {Vz Q(z, f()),Vz -Q(z, g(2))}. Nyni sice muzeme provést substi-
tuci z/x, ale dostdvame dvé klausule Ky = Va Q(z, f(x)) a Ko = Va =Q(z, g(x)),
jejichz rezolventa neexistuje. Proto ¢ = ¢ neplati a neplati proto ani ¢ H .
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2.6 Prirozena dedukce

V predchozich prednaskich jsme se zabyvali sémantickym dusledkem jak ve
vyrokové, tak i predikatové logice. Matematickd logika se zabyva také tzv.
logickym dusledkem. Formule « je logickym dusledkem mmnoziny formuli S,
jestlize je mozno ji odvodit z S v nékterém odvozovacim systému. V nasledujicim
priblizime odvozovaci systém, ktery se nazyva pfirozena dedukce.

2.6.1 Priirozena dedukce ve vyrokové logice. Systém odvozovacich pra-
videl pfirozené dedukce obsahuje pro kazdou logickou spojku -, V, A a = dvé
pravidla. Jedno pravidlo spojku ,zavadi“, tj. umoznuje napsat formuli s touto
spojkou, druhé spojku ,odstranuje®. Prvnim pravidlam ffkdme I-pravidla (,1¢
pro introdukci, tj. zaveden{), druhym E-pravidla (,E“ pro eliminaci, neboli od-
stranén{) pro danou spojku.

Pravidla jsou tato :

I-pravidlo pro A: 90 E-pravidlo pro A: <p Ay
so N w
YA
E-pravidlo pro = (také zvané Modus Ponens): %)
=1
G
I-pravidlo pro V: © E-pravidlo pro —: g
VY @
YV

I-pravidlo pro =

Pii vlastnim pouzivani budeme tikat, ze ¢ je pomocny predpoklad aktivni uvnitt
celého pododvozeni. Dospéjeme-li k zavéru (tj. formuli ¢ = ¢), fekneme, ze
jsme tento pomocny ptredpoklad eliminovali a on se stal pasivnim pomocnym
predpokladem.

E-pravidlo pro V: oV I-pravidlo pro —: ®
L ¢
e
o
Y I
a
@
2.6.2 Odvozeni. Posloupnost formuli ¢i, @2, ..., ¢, se nazyvd odvozeni

z predpokladu S préavé tehdy, kdyz

e kazda formule ¢; je bud predpoklad (tj. ¢; € S), nebo je pomocny
predpoklad, nebo vznikla z predchazejicich formuli pomoci nékterého
odvozovaciho pravidla;
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e vSechny pomocné predpoklady jsou jiz pasivni.

2.6.3 Logicky dusledek. Formule ¢ je logicky dusledek mnoZiny predpokladi
S, téz logicky vyplyvd z S, pravé tehdy, kdyz existuje odvozeni z S takové, ze
pn = . Zapisujeme S F .

2.6.4 Véta o uplnosti. Pro kazdou mnozinu formuli S a formuli ¢ plati
St ¢ prave tehdy, kdyz S | .
2.6.5 Prirozend dedukce v predikatové logice. Kromé odvozovacich

pravidel vyrokové logiky mame zde jestté dvé odvozovaci pravidla pro kazdy
z kvantifikdtora V a 3.

E-pravidlo pro V: | Va ¢(z) I-pravidlo pro V: ¢(x)
(t) Va ¢(z)
I-pravidlo pro 3: | ¢(¢) E-pravidlo pro 3: Jz ¢(x)
Jdz ¢(z) ?(y)
(G
(0

I v predikatové logice definujeme odvozeni a logicky dusledek stejné jako v
2.6.2 a 2.6.3. A co je dulezité, i v predikatové logice plati véta o dplnosti 2.6.4.
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Kapitola 3

Grafy

3.1 Orientované a neorientované grafy

3.1.1 Definice orientovaného grafu. Orientovany graf je trojice G =
(V,E,¢), kde V je konetnd mnozina vrcholi (téz zvanych wzlii), E je kone¢nd
mnozina jmen hran (téz zvanych orientovanych hran) a e je prifazeni, které
kazdé hrané e € FE piifazuje uspoiddanou dvojici vrcholu a nazyva se wvztah
incidence.

Jestlize e(e) = (u,v) pro u,v € V, ifkdme, ze vrchol u je pocdtecni vrchol
hrany e a vrchol v je koncovy vrchol hrany e; znac¢ime PV (e) = u a KV (e) = v.
O vrcholech u, v fikame, ze jsou krajni vrcholy hrany e, téz ze jsou incidentni s
hranou e. Jestlize pocatecni a koncovy vrchol jsou stejné, fikdme, ze hrana e je
orientovand smycka.

3.1.2 Definice neorientovaného grafu. Neorientovany graf je trojice G =
(V,E,¢), kde V je konetnd mnozina vrcholi (téz zvanych wzlii), E je kone¢nd
mnozina jmen hran a € je pfifazeni, které kazdé hrané e € E pfifazuje mnozinu
{u,v} pro vrcholy u,v € V a nazyva se vztah incidence.

Jestlize e(e) = {u,v} pro u,v € V, ¥ikdme, ze u, v jsou krajni vrcholy hrany
e, 167 ze jsou incidentnd s hranou e. Je-li u = v, fikdme Ze e je (neorientovand)
smycka.

3.1.3 Paralelni hrany, prosty graf. Jestlize v orientovaném grafu exis-
tuji dvé ruzné hrany ej,es se stejnymi pocateénimi i koncovymi vrcholy, tj.
PV(e1) = PV (ez2) a KV (e1) = KV (ez), fikdme, ze hrany e, es jsou paralelns.
Jestlize v neorientovaném grafu existuji dvé rizné hrany e, es se stejnymi
krajnimi vrcholy, tj. e(e1) = e(ez), fikdme, Ze hrany ey, es jsou paralelni.
Graf se nazyva prosty graf, nema-li paralelni hrany.

3.1.4 Poznamka. V nékteré literatute se teminem graf rozumi prosty graf a
grafim, at jiZ orientovanym nebo neorientovanym, které maji paralelni hrany,
se Tika multigrafy. Vzhledem k tomu, ze v fadé aplikaci hraji paralelni hrany
podstatnou roli, my tuto terminologii nebudeme pouzivat.

3.1.5 Stupné vrcholu. Je ddn orientovany graf G = (V, E,¢e). Vstupni
stuperi vrcholu v, znaéime jej d~(v), je roven poétu hran, pro které je v koncovym
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vrcholem, tj.

d=(v) =|{e € E; KV (e) = v}|.
Vijstupnd stuperi vrcholu v, znaéime jej d*(v), je roven poctu hran, pro které je
v pocateénim vrcholem, tj.

d*(v) = |{e € E; PV (e) = v}|.
Stupeni vrcholu v, zna¢ime jej d(v), je roven

d(v) = d~(v) +d"(v);
poctu hran, které jsou incidentni s vrcholem v, kde smy¢ka je pocitana dvakrat.
Je dén neorientovany graf G = (V, E, £). Stupen vrcholu v, znacime jej d(v),

je roven poctu hran, které jsou incidentni s vrcholem v, kde smycka je pocitana
dvakrat.

3.1.6 Tvrzeni. Pro kazdy graf G (orientovany nebo neorientovany) plat{
> d(v) =2|E|,
veV

kde |E| znaci pocet hran grafu G.
3.1.7 Daisledek. Kazdy graf ma sudy pocet vrcholt lichého stupné.

3.1.8 Zadavani grafu. Orientovany i neorientovany graf muzeme zadat
sezname vrcholu a pro kazdy vrchol seznamem hran v ném zacinajicich a/nebo v
ném konéicich. Graf téz mizeme zadat matici sousednosti nebo matici incidence.

3.1.9 Matice sousednosti. Je ddn graf G = (V, E,¢), kde jsme uspoiddalii
vrcholy, tj. V' = {v1,v2,...,v,}. Ctvercova matice M = (m(i,))i j=1,..n S€
nazyva matice sousednosti grafu G, jestlize

e Pro orientovany graf je m(i,j) pocet hran, pro néz je v; poc¢asteéni vrchol
a v; koncovy vrchol.

e Pro neorientovany graf je m(i,j) pocet hran s krajnimi vrcholy v; a v;.

Poznamenejme, Ze pro neorientovany graf je matice sousednosti symetricka.

3.1.10 Matice incidence. Je ddn graf G = (V| E, ¢) bez smycek. Ocislujme
vrcholy V' = {vy,va,...,v,} a hrany E = {e1,ea,...,en}. Matice B = (b(4, 7))
typu (n,m) se nazyva matice incidence grafu G, jestlize

e Pro orientovany graf je

1, jestlize v; je pocatecni vrchol hrany e;,
b(i,j) =< —1, jestlize v; je koncovy vrchol hrany e;,
0, v ostatnich ptipadech.

e Pro neorientovany graf je
bi, j) = 1, jestliZze v; je krajni vrchol hrany e;,
1= 0, v ostatnich piipadech.

Matice incidence m4 v kazdém sloupci jednu 1 a jednu -1 (pro orientované grafy)
a dvé 1 (pro neorientované grafy).
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3.1.11 Porovnavani grafi. Rekneme, ze dva grafy G = (V,E,¢) a G' =
(V' E’, &) jsou si rovny, jestlize V=V’ E=F ae=¢.

Rekneme, ze dva grafy G = (V,E,e) a G' = (V',E’,€') jsou isomorfni,
jestlize existujf bijekce f:V — V' a g: E — E’ takové, ze

£(e) = (u,v) préavé tehdy, kdyz £'(g(e)) = (f(u), f(v))

pro orientované grafy a

c(e) = {u,v} prave tehdy, kdyz (g(e)) = {f(u), f(v)}

pro neorientované grafy.

3.1.12 Sled. Je ddn orientovany graf G = (V, E,¢). Orientovany sled v G je
posloupnost vrcholi a hran

U1,€1,0V2,€2,...,V—-1,€k—-1,Vk

takovd, ze pro kazdé ¢ = 1,2,...,k — 1 plati v; = PV (e;) a viy1 = KV (e;).
Neorientovany sled v G je posloupnost vrcholu a hran

U1,€1,V2,€2,...,V—1,€k—1,Vk

takova, ze pro kazdé i = 1,2,...,k — 1 plati ze vrcholy v; a v;y1 jsou krajni
vrcholy hrany e;.
Neorientovany sled se od orientovaného sledu 1isi tim, ze muzeme ”jit proti
sméru” hrany.
V neorientovaném grafu je definovan pouze neorientovany sled jako posloup-
nost vrcholu a hran
V1,€1,V2,€2,...,Vk—-1,€k—1,Vk

takova, ze hrana e; je incidentni s vrcholy v; a v; 1 pro vSechny i =1,2,...,k—1.
Trividlnd sled je sled, ktery obsahuje jediny vrchol a zddnou hranu. Povazujeme
ho jak za orientovny, tak za neorientovany.

3.1.13 Uzaviené sledy. Mame ddn orientovany (neorientovany) sled. Rikéme,
ze vrchol v je pocateénim vrcholem sledu a vy je koncovym vrcholem sledu. Téz
fikdme, ze sled vede z vrcholu vy do vrcholu vy.

Orientovany (neorientovany) sled se nazyvéd uzavreny, jestlize v = vg. V
opacném piipadé mluvime o otevreném sledu.

Trividlni sled nepovazujeme za uzavieny.

3.1.14 Tah, cesta. Orientovany (neorientovany) sled nazyvdme oriento-
vanym (neorientovanym) tahem, jestlize se v ném neopakuji hrany.

Orientovany (neorientovany) tah je cestou, jestlize se v ném neopakuji
vrcholy s tou vyjimkou, Ze muze byt uzavieny, tj. muze byt v; = vg. Uzaviend
orientovand cesta se nazyva cyklus, uzaviena neorientovana cesta se nazyva
kruznice.

Kazda cesta je zaroven tahem i sledem, naopak to ale neplati. Také kazdy
cyklus je zaroven kruznici, ale ne kazda kruznice je cyklem.

Poznamenejme, ze trividlni sled je téz tahem i cestou nent vSak ani kruznici
ani cyklem.
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3.1.15 Dostupnost. Méjme dén graf G = (V, E, ¢). Rekneme, ze vrchol v je
orientované (neorientované) dostupny z vrcholu w, jestlize existuje orientovand
(neorientovand) cesta z v do w.

Poznamejme, ze jsme v definici dostupnosti mohli pozadovat existenci sledu
(a ne cesty) a dostali bychom stejny pojem. Kdyz totiz existuje orientovany
(neorientovavy) sled z vrcholu v do vrcholu w, pak také existuje orientovand
(neorientovand) cesta z vrcholu v do vrcholu w.

3.2 Souvislost

3.2.1 Souvislé grafy. Rekneme, ze (orientovany nebo neorientovany) graf je
souwisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u, v grafu existuje neorientovana cesta z
u do v.

Poznamenejme, ze vzdy existuje cesta z vrcholu u do sebe — totiz trivialni
cesta. Také plati, Ze neorientovana cesta z vrcholu u do vrcholu v je také
neorientovanou cestou z v do u.

3.2.2 Komponenty souvislosti. Mame ddn (orientovany nebo neoriento-
vany) graf G. Komponenta souvislosti (nékdy téz komponenta slabé souvislosti)
je maximalni mnozina vrcholi A takovd, ze indukovany podgraf uréeny A je
souvisly.

Maximélni mnozinou zde rozumime takovou mnozinu A, pro kterou plati,
ze piidame-li k moziné A libovolny vrchol, podgraf indukovany touto vétsi
mnozinou uz souvisly nebude.

3.2.3 Poznamka. Graf je souvisly ma-li jedinou komponentu souvislosti.

3.3 Stromy

3.3.1 Strom. Orientovany nebo neorientovany graf se nazyvéa strom, je-li
souvisly a neobsahuje-li kruznici.

3.3.2 Tvrzeni. V kazdém stromu s alespon dvéma vrcholy existuje vrchol
stupné 1.

3.3.3 Veéta. Kazdy strom o n vrcholech mé n — 1 hran.
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3.3.4 Poznamka. Méjme souvisly graf G. Pfiddme-li k nému hranu (aniz
bychom zvétsili mnozinu vrcholu), zustane graf souvisly.

Meéjme graf G bez kruznic. Odebereme-li v grafu G hranu, vznikly graf opét
nebude obsahovat kruznici.

Strom je graf, ktery ma nejmensi pocet hran aby mohl byt souvisly a
soucasné nejvetsi pocet hran aby v ném neexistovala kruznice.

3.3.5 Tvrzeni. Je dan graf G, pak nésledujici je ekvivalentni.
1. G je strom.

2. Graf G nemd kruznice a ptridame-li ke grafu libovolnou hranu uzavieme
pfesné jednu kruznici.

3. Graf G je souvisly a odebranim libovolné hrany pfestane byt souvily.

Poznamenejme, ze pfidanim hrany zde rozumime pfidani hrany mezi jiz exis-
tujici vrcholy (dalsi vrcholy nepiiddvéme).

3.3.6 Podgrafy. Je din graf G = (V,E,e). Podgraf grafu G je trojice
G = (V,E' ), kde V! C V, E' C FE a ¢ je restrikce ¢ na mnoziné E’,
tak, ze G' = (V', E’,&') je samo grafem.

Jinymi slovy, podgraf dostaneme tak, ze z grafu G vynechdme nékteré (nebo
z4dné) vrcholy a nékteré (nebo zadné) hrany a to tak, Ze nechdme-li v podgrafu
hranu e, pak tam nechdme i oba krajni vrcholy této hrany.

Podgraf G’ = (V', E’,&') se nazyvé faktor grafu G, jestlize V' = V.

Podgraf G' = (V', E’, &) je indukovany mnoZinou A, A C V, jestlize kazd4
hrana, kterd m& oba krajn{ vrcholy v mnoziné A lez{ v E’. Podgraf indukovany
mnozinou A se téZ nazyva uplny podgraf na mnozZiné A.

3.4 Minimalni kostra

3.4.1 Kostra grafu. Je dén souvisly graf G. Faktor grafu G, ktery je stro-
mem, se nazyva kostra grafu G.

Ptipomenme, ze faktor grafu G je podgraf grafu G, ktery mé stejnou mnozinu
vrcholt jako G.

3.4.2 Tvrzeni. Graf G ma kostru pravé tehdy, kdyz je souvisly.

3.4.3 Minimalni kostra. Je dan souvisly graf G spolu s ohodnocenim hran
¢, tj. pro kazdou hranu e € E(G) je ddno &islo ¢(e) (Eislo ¢(e) nazyvdme cenou
hrany e).

Minimdlni kostra grafu G = (V, E) je takova kostra grafu K = (V, L), ze
> ecr c(e) je nejmensi (mezi viemi kostrami grafu G).

3.4.4 Tvrzeni. V kazdém souvislém ohodnoceném grafu existuje minimalni
kostra. Nemusi vSak byt jedina.
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3.4.5 Obecny postup pro hledani minimalni kostry. Je dan souvisly
graf G = (V, E) a ohodnoceni hran c.

1. Na zacdtku mdme L = ). Ozna¢ime S mnozinu vSech komponent souvis-
losti grafu K = (V, L); tj. na zacdtku je S = {{v};v € V}.

2. Dokud neni graf K = (V, L) souvisly (tj. dokud S se neskldda z jediné
mnoziny), vybereme hranu e podle téchto pravidel:

(a) e spojuje dvé ruzné komponenty souvislosti S, S’ grafu K (tj. dve
mnoziny z S)
(b) a pro S nebo S’ je nejlevnéjsi hranou, kterd vede z komponenty ven.

Hranu e pfiddme do mnoziny L a mnoziny S a S’ nahradime jejich
sjednocenim.

3. Postup ukonéime, jestlize jsme pridali n — 1 hran (tj. jestlize se S sklddd
z jediné mnoziny).

3.4.6 Tvrzeni. Obecny postup 3.4.5 skon¢i po koneé¢né mnoha krocich a
najde nékterou minimalni kostru.

3.4.7 Kruskaluv algoritmus. Jedna se o modifikaci postupu 3.4.5:
1. Setiidime hrany podle ceny do neklesajici posloupnosti, tj.
cler) <clea) < ... < clem)
Polozime L =0, § = {{v};v € V}.
2. Probirdme hrany v daném pofadi. Hranu e; pfidame do L, jestlize ma

oba krajni vrcholy v riznych mnozinich S,S’ € S. V 8§ mnoziny S a S’
nahradime jejich sjednocenim. V opa¢ném piipadé hranu preskoc¢ime.

3. Algoritmus konéi, jestlize jsme ptidali n — 1 hran (tj. S se sklddé z jediné
mnoziny).

3.4.8 Primuv algoritmus. Jednd se o modifikaci postupu 3.4.5:

1. Vybereme libovolny vrchol v. Polozime L =, S = {v}.

2. Vybereme nejlevnéjsi hranu e, kterd spojuje néktery vrchol z z mnoziny
S s vrcholem y, ktery v S nelezi. Vrchol y pfiddme do mnoziny S a hranu
e pridame do L.

3. Opakujeme krok 2 dokud nejsou vsechny vrcholy v mnoziné S.

3.5 Korenové stromy

3.5.1 Koien. Je dén orientovany graf G = (V, E). Rekneme, ze vrchol 7 € V
je koten grafu G, jestlize pro kazdy vrchol v € V existuje orientovand cesta z r
do v.

Jinymi slovy, vrchol r je kofen grafu G praveé tehdy, kdyz kazdy vrchol grafu
G je orientované dostupny z vrcholu r.

Uvédomte si, ze pro vrchol r existuje orientovand cesta z r do r, totiz trividln{
cesta.
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3.5.2 Poznamka. Kazdy orientovany graf, ktery ma kofen, je souvisly. Na-
opak to neplati; existuji souvislé grafy, které nemaji kotfen.

Orientovany graf muze mit nékolik kofenti; napt. v cyklu je kazdy vrchol
kofenem.

3.5.3 Kotenovy strom. Orientovany graf, ktery mé kofen a je stromem, se
nazyva korenovy strom.

Protoze kazdy graf ktery mé kofen je souvisly, mohli jsme kofenovy strom
definovat jako graf, ktery ma kofen a nemd kruznice.

3.5.4 Tvrzeni. Je-li G kofenovy strom, pak mé pouze jeden koten.

3.5.5 Naslednik, pfedchidce a list. Je dén kofenovy strom G = (V, E).
Jestlize (u, v) je hrana grafu G, pak fikdme, Ze vrchol u je predchidce vrcholu v
a vrchol v je ndslednik vrcholu u. Vrchol, ktery nemd néslednika, se nazyva list.

3.5.6 Vyska kofenového stromu. Je dan kofenovy strom G = (V,E) s
korenem 7. Pro kazdy vrchol v v G existuje pravé jedna orientovana cesta z
kofene r do vrcholu v. Rekneme, Ze vrchol v le#i v hladiné k pravé tehdy, kdyz
orientovand cesta z r do v ma presné k hran.

Vyska korenového stromu je nejvétsi k takové, ze k-t4 hladina je neprazdna.
Jinymi slovy, vyska je pocet hran v nejdelsi orientované cesté z kofene do
nékterého z listu.

3.5.7 Podstrom urceny vrcholem. Je dan kotfenovy strom G. Podstrom
uréeny vrcholem v je podgraf G indukovany mmnozinou vSech orientované do-
stupnych vrcholu z vrcholu v.

Uvédomme si, ze podstrom urceny vrcholem v je sam kofenovym stromem
a jeho kofen je v.

3.5.8 Binarni kofenové stromy. Kofenovy strom se nazyva bindrni korenovy
strom, jestlize kazdy vrchol ma nejvyse dva nésledniky.

V bindrnim kofenovém stromé mluvime o pravém a levém nasledniku vrcholu.
Levy podstrom, resp. pravy podstrom vrcholu v je podstrom urceny levym, resp.
pravym néslednikem vrcholu v.

3.5.9 Halda. Jednou z ¢etnych aplikaci kofenovych stromu je datovd struk-
tura zvand halda. Je napt. zadkladem algoritmu Heapsort pro tiidéni.
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3.6 Acyklické grafy

3.6.1 Orientovany graf se nazyva acyklicky, jestlize neobsahuje cyklus.
Poznamenejme, ze acyklické grafy nemusi byt souvislé a mohou obsahovat
kruznici; nesmi vSak obsahovat smycku.

3.6.2 Topologické ocislovani vrchold. Je dan orientovany graf G =
(V, E,¢) s n vrcholy. Ocislovani vrchola

V1,V2,y...,Up

se nazyva topologické ocislovdni, jestlize pro kazdou hranu e s pocateénim
vrcholem v; a koncovym vrcholem v; plati ¢ < j.

Jinymi slovy, hrany musi vést vzdy z vrcholu s mensim indexem do vrcholu
s vétsim indexem.

3.6.3 Topologické ocislovani hran. Je dén orientovany graf G = (V, E, ¢)
s m hranami. Oc¢islovani hran

€1,€2,...,€Em

se nazyva topologické ocislovdni, jestlize pro kazdé dvé hrany e;, e; pro které
koncovy vrchol hrany e; je poc¢atecnim vrcholem hrany e; plati i < j.

Jinymi slovy, kdykoli hrana e’ navazuje na hranu e, mus{ byt v posloupnosti
hrana e vypsdna diifve nez hrana e’.

3.6.4 Poznamka. Definici topologického ocislovani hran jsme mohli formu-
lovat i néasledujicim zpusobem: Pro kazdy vrchol v plati: vypisujeme-li do po-
sloupnosti libovolnou hranu s pocatecnim vrcholem v, musely jiz byt vypsdny
vSechny hrany, které ve vrcholu v konéi.

3.6.5 Veéta. Pro orientovany graf G jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
1. G je acyklicky;
2. G mé topologické ocislovani vrcholt;

3. G ma topologické ocislovani hran.

3.6.6 Tvrzeni. V kazdém acyklickém grafu existuje vrchol, ktery ma vstupni
stupen roven 0.

3.6.7 Postup na nalezeni topologického ocislovani vrcholi.
1) Pro kazdy vrchol v spoéitdme vstupni stupen d— (v).

2) Do mnoziny M déme vsechny vrcholy se vstupnim stupném 0,
polozime 7 := 1.

3) Dokud M # () provedeme

3a) Vybereme vrchol v z mnoziny M a odstranime ho z M.
Polozime v; := v, 1 := i+ 1.
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3b) Pro kazdou hranu e s PV (e) = v provedeme
d=(KV(e)):=d (KV(e))—1

a v piipade, ze d~ (K'V(e)) = 0, pfiddme vrchol KV (e) do mnoziny
M.

3.6.8 J&adro grafu. Podmnozina vrcholu K orientovaného grafu G se nazyva
jadro grafu, jestlize spliiuje néasledujici podminky:

1. Pro kazdou hranu e s po¢ate¢nim vrcholem PV (e) € K plati KV (e) ¢ K.
(Tj. neexistuje hrana, kterd by vedla z mnoziny K do sebe.)

2. Pro kazdy vrchol v, ktery nelezi v K, existuje hrana e s PV(e) = v a
KV (e) € K. (Tj. z kazdého vrcholu, ktery lezi mimo K, se muzeme dostat
po hrané zpét do K.)

3.6.9 Tvrzeni. V kazdém acyklickém grafu existuje jadro a je urceno jedno-
znacné. Jadro je mozné sestrojit z topologického ocislovani vrchola.

3.7 Silna souvislost

3.7.1 Silné souvislé grafy. Rekneme, 7e orientovany graf G je silné souvisly,
jestlize pro kazdé dva vrcholy u, v existuje orientovand cesta z vrcholu u do
vrcholu v a orientovand cesta z vrcholu v do vrcholu u.

3.7.2 Poznamka. V definici silné souvislého grafu jsme mohli pozadovat
pouze existenci orientované cesty z vrcholu u do vrcholu v. Je to proto, ze
existenci takové cesty vyzadujeme pro vSechny dvojice vrcholu, tedy i pro dvojici
v, U.

Dale si uvédomte, ze vzdy existuje orientovand cesta z vrcholu do sebe — je
to trivialni cesta.

3.7.3 Tvrzeni. Souvisly graf je silné souvisly pravé tehdy, kdyz kazda hrana
lezi v néjakém cyklu.

3.7.4 Silné souvislé komponenty. Je dan orientovany graf G. Mnozina
vrcholi K se nazyva silné souvislda komponenta, téz komponenta silné souvislosti,
jestlize podgraf indukovany K je silné souvisly a pfidanim libovolného vrcholu
ke K prestane indukovany podgraf byt silné souvisly.

3.7.5 Poznamka. Predchozi definice silné souvislé komponenty se ¢asto for-
muluje takto: silné souvisld komponenta je maximélni podmnozina vrcholu ta-
kovd, ze podgraf indukovany touto mnozinou je silné souvisly. Termin ,ma-
ximalni“ zde znamend ,nedé se ptidat vrchol pii zachovani silné souvislosti®.

3.7.6 Poznamka. Kazdy vrchol orientovaného grafu lezi piesné v jedné silné
souvislé komponenté. O hrandch uz takové trzeni neplati — mohou existovat
hrany, které nelezi v zadné silné souvislé komponenté.
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3.7.7 Kondenzace grafu. Je ddn orientovany graf G = (V, E). Kondenzace
grafu G je graf G = (V, E), kde V je mnozina viech silné souvislych komponent
grafu G a hrana vede z komponenty K; do komponenty Ky pravé tehdy, kdyz
K, # K5 a existuji vrcholy u € Ky, v € Ko takové, ze (u,v) je hrana grafu G.

3.7.8 Poznamka. Kondenzace grafu je vzdy acyklicky graf.

3.7.9 Hledani silné souvislych komponent. Silné souvislé komponenty
orientovaného grafu je mozné hledat Tarjanovym algoritmem, ktery je modifi-
kaci algoritmu porhledavéani do hloubky. Modifikace spo¢iva v tom, Ze kromé
poradovych ¢isel prifazujeme vrcholum téz cislo, které uvadi jak hluboko do
prohledavaciho zasobniku vede z daného vrcholu orientovand cesta z dosud pro-
branych hran. Na zacatku pristi prednasky si algoritmus uvedeme.
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3.7.10 Tarjanuv algoritmus pro nalezeni silné souvislych komponent.

Vstup: orientovany graf G.

Vystup: silné souvislé komponenty grafu G.

Pomocné promeénné: Kazdy vrchol x bude mit pfitazen dvé ¢isla — poradové

¢islo P(z) a zpétné ¢&islo Z(x). Cislo P(x) udéva pofadi, ve kterém byl
vrchol x poprvé navstiven pii prohleddvani do hloubky; éislo Z(z) udéva
nejmensi poradové ¢islo vrcholu, ktery je z x orientované dostupny a to
orientovanou cestou, kterd je tvofena nékolika hranami prohleddvani a
nejvyse jednou hranou zpét.

Daéle jsou dény dva zdsobniky ST; a STy (ST je zdsobnik prohleddvan{
do hloubky, ST5 je komponentovy zasobnik).

Kazdy vrchol = bude:

©

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

Dosud nenavstiven (jesté jsme ho v prohleddvéni do hloubky nenavstivili).

Jiz navstiven: mé jiz urcené potfadové cislo, ale jesté nebyl zafazen do
komponenty — to pozname podle toho, Ze je v zdsobniku STs.

Byl jiz zatfazen do komponenty silné souvislosti — to pozname podle toho,
ze jiz byl vytazen ze zasobniku STs.

1:=1; k:=1; STy := 0; ST := ()
if existuje nenavstiveny vrchol z do
P(z) :=1, Z(x) := P(x), vloz x na vrchol STy a STy, i:=i+1
if existuje nepouzitd hranu e s PV (e) = z, w := KV (e)
if w jesté nebyl navstiven, then z := w a goto 2
if w je v STy, then
if Z(z) > P(w) then Z(z) := P(w) a goto 3
if w je jiz zafazen do nékteré komponenty then goto 3
if neexistuje nepouzita hrana z x do
if Z(x) < P(x) do
if STy =0, then goto 1
else y := v, kde v je vrchol ST; a do
if Z(y) > Z(x) then Z(y) := Z(z)
odstranime y ze STy, x :=y a goto 3
if Z(x) = P(z) do
K; :={u|u e STy, P(u) > P(x)}
vrcholy z K odstranime ze STy; j := 7 +1
if STy =0, then goto 1
else z := v, kde v je vrchol ST ,
odstranime v ze ST; a goto 3

3.7.11 Poznamky.

1.

2.

Dokézat spravnost Tarjanova algoritmu neni jednoduché; nejobtiznéjsi je
dokézat, ze komponenty silné souvislosti se v zasobniku ST nepromichaji.
Dikaz jde nad ramec prednasky.

Tarjantv algoritmus pracuje v linedrnim Case, tj. Case, ktery je tmérny
poctu hran a po¢tu vrcholu.
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3.8 Eulerovy grafy

3.8.1  Pfipomenme, ze tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany. Jinymi
slovy, tah obsahuje hrany grafu vzdy nejvyse jedenkrat.

3.8.2 [Eulerovské tahy. Tah v grafu se nazyva eulerovsky, jestlize prochézi
kazdou hranou; jinymi slovy, obsahuje-li kazdou hranu pfesné jedenkrat. Fule-
rovské tahy se déli na uzaviené a oteviené, orientované a neorientované.

3.8.3 Euleruv graf. Graf G se nazyva eulerovsky graf, jestlize v ném existuje
uzavieny eulerovsky tah. V piipadé, ze graf G je orientovany, pozadujeme
existenci orientovaného uzavieného eulerovského tahu.

3.8.4 Aplikace. Eulerovské tahy maji fadu aplikaci.

e Kresleni s co nejmensim poétem tahi. Jedna se o tuto tlohu: Je dédn
souvisly graf. Ukolem je najit co nejmensi pocet hranové disjunktnich tahu
tak, aby vSechny hrany grafu byly obsazeny v nékterém tahu. Jinymi slovy,
aby tahy pokryvaly mnozinu vSech hran grafu. Je zfejmé, ze existuje-li v
grafu eulerovsky tah, pak je tento tah hledanym feSenim.

Reseni tohoto problému se dd vyuzit napt. pii kresleni pomoci pocitace
(chceme co nejméné ,prejezdu®).

e Uloha é&inského postdka. Posfdk musi pri své obchiizee projit vSechny
ulice. Jak to m4 udélat, aby usel co nejméné kilometru?

e De Bruijnova posloupnost. Je ddno pfirozené ¢islo £ > 1. Ukolem je
najit co nejdelsi cyklickou posloupnost 0 a 1 tak, aby zadné dvé po sobé
nasledujici k-tice nebyly stejné. Uloha se d4 fesit nalezenim uzavieného
orientovaného eulerovského tahu ve specidlnim orientovaném grafu.

3.8.5 Tvrzeni. V souvislém orientovaném grafu existuje uzavieny oriento-
vany eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz pro kazdy vrchol v grafu plati

d~(v) =d"(v).

(Tj. v kazdém vrcholu kondéi stejny pocet hran jako v ném zacing.)
V souvislém grafu existuje uzavieny neorientovany eulerovsky tah ptravée
tehdy, kdyz kazdy vrchol ma sudy stupen.

3.8.6 Postup na hledani uzavieného orientovaného eulerovského
tahu. Vybereme libovolny vrchol v grafu. Protoze graf je souvisly, v kazdém
vrcholu za¢ind i konéi alespon jedna hrana. Z vrcholu v vytvarime nahodné
orientovany tah; tj. prochazime hrany tak, abychom ziddnou hranou neprosli
dvakrat. Takto pokracujeme, dokud je to mozné, tj. dokud se nevritime do
vychoziho vrcholu v a ve vrcholu v jiz neza¢ind zadna dosud nepouzitd hrana.
Tim jsme dostali uzavieny tah. Jestlize tento tah obsahuje vSechny hrany, je to
hledany uzavieny eulerovsky tah.

Neobsahuje-li takto zkonstruovany tah vSechny hrany, pak na tahu existuje
vrchol w takovy, ze v ném zacéind nepouzitd hrana. (To vyplyvé ze souvislosti
grafu.) Ziskany tah ve vrcholu w rozpojime a ndhodné konstruujeme uzavieny
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tah (z dosud nepouzitych hran) zac¢inajici a konéici ve vrcholu w. Tento postup
opakujeme, dokud nedostaneme tah obsahujici vSechny hrany.

3.8.7 Tvrzeni. V souvislém orientovaném grafu existuje otevieny oriento-
vany eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz existuji vrcholy uy, us takové, ze

d_(ul) = d+(U1) + 1, d_(UQ) = d+(UQ) — 1,

a pro kazdy jiny vrchol v grafu plati d=(v) = d* (v).
V souvislém grafu existuje otevieny neorientovany eulerovsky tah pravé
tehdy, kdyz v grafu existuji presné dva vrcholy lichého stupné.

3.8.8 Tvrzeni. Je ddn souvisly neorientovany graf G s 2k vrcholy lichého
stupné. Pak existuje k hranové disjunktnich otevienych tahu takovych, ze kazda
hrana grafu G lezi v pravé jednom z téchto tahu.

Ke grafu G piiddme k hran a to tak, Zze kazda nové piidand hrana spojuje
vzdy dva vrcholy lichého stupné. Tim dostaneme eulerovsky graf G’ (ano, kazdy
vrchol mé jiz sudy stupen). V grafu G’ najdeme eulerovsky uzavieny tah. Jestlize
z néj odstranime vSechny pfidané vrcholy, rozpadne se na k hranové disjuktnich
taht. Tyto tahy spliuji podminky tvrzeni.
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3.9 Hamiltonovské grafy

Piipomenme, Ze cesta je tah, ve kterém se neopakuji vrcholy (s vyjimkou
uzaviené cesty, kdy se prvni vrchol rovna poslednimu).

3.9.1 Hamiltonovské cesty, kruznice, cykly. Je dan graf G. Oteviena
cesta se nazyva hamiltonovskd cesta, obsahuje-li vSechny vrcholy (a tudiz
vSechny vrcholy presné jedenkrat). Obdobné hamiltonovskd kruznice je kruznice,
kterd obsahuje kazdy vrchol grafu; hamiltonovsky cyklus je cyklus, ktery obsa-
huje kazdy vrchol grafu.

3.9.2 Ijlohy délime na existenéni a optimaliza¢ni. V existencni tloze jde
0 to, zjistit zda v daném grafu existuje hamiltonovska cesta, kruznice nebo
cyklus. V optimaliza¢nich tlohdch mame hrany grafu navic ohodnoceny délkami
a pozaduje se nalezeni hamiltonovské cesty, kruznice nebo cyklu s co nejmensim
souc¢tem délek jednotlivych hran tvoricich cestu, kruznici nebo cyklus.

Na rozdil od hledani eulerovskych tahu, je hleddni hamiltonovskych cest,
hamiltonovskych kruznic a hamiltonovskych cyklu velmi obtizn4 tloha. Presnéji,
zjisténi, zda v daném grafu existuje hamiltonovskd cesta, kruznice nebo cyklus
je tzv. NP-tiplné dloha. Pfesto, nebo pravé proto, jsou ilohy tohoto typu v praxi
rozsitené.

3.9.3 Aplikace. Uvedeme nékteré z aplikaci hamiltonovskych cest.

e Problém obchodniho cestujiciho. Jde o probém nalezeni nejkratsi
hamiltonovské kruznice v iplném neorientovaném ohodnoceném grafu.

e Dopravni tulohy. Jedna se o optimalizaci pohybu néjakého dopravniho
prostfedku; napf. pii rozvozu zbozi, vybirani schrének apod. Casto se
jednéd o nalezeni oteviené hamiltonovské cesty. Napf. pfi rozvozu pra-
covniku na roztrousSend pracovisté muzeme pozadovat, aby se po skonceni
smeény dopravni prostiedek nevracel prazdny, ale aby svezl pracovniky (v
opacném poradf{). Hleddme proto nejkratsi hamiltonovskou cestu z daného
vrcholu, koncovy vrchol cesty obvykle neni urcen.

e Planovani procesi. Mame néjaké vyrobni zafizeni na kterém se provadéji
procesy pi,p2,. .. ,Pn. Piitom pro nékteré dvojice procest p;, p; plati, ze
mé-li po skonéeni procesu p; nasledovat proces p; je tfeba zafizeni vycistit,
prestavét atd., tedy musime zaplatit jistou cenu, aby po skonceni pro-
cesu p; mohl ndsledovat proces p;. Ukolem je najit takové poradi procesu
P1,P2,---,Pn aby cena byla nulova. V pripadé, ze takové poradi neexis-
tuje, muzeme zadat potradi procesu tak, aby cena byla nejmensi. Tento
druhy ptipad vede na problém obchodniho cestujiciho.

3.9.4 Existuji jednoduché nutné podminky proto, aby v daném grafu exis-
tovala hamiltonovskd cesta, hamiltonovska kruznice ¢i hamiltonovsky cyklus.
Uvedeme nékolik takovych tvrzeni.

e Existuje-li v grafu hamiltonovska cesta, musi byt graf souvisly.

e Existuje-li v grafu hamiltonovska kruznice, musi mit kazdy vrchol stupen
alespon 2.
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e Existuje-li v grafu G hamiltonovsky cyklus, musi byt graf silné souvisly.

Netrividlni nutna a postacujici podminka pro zjisténi, zda dany graf obsahuje
hamiltonovskou cestu, kruznici nebo cyklus, neni znama.

3.9.5 Metoda vétvi a mezi. Potfebujeme vyfesit optimalizacni tlohu U,
ktera je ddna podminkami P a tcelovou funkci c. Pfipustné teSeni je kazdé
feSeni, které splnuje podminky P, optimalni je pak to pfipustné feseni, které ma
nejlepsi hodnotu tucelové funkce c¢. Mnozinu piipustnych feseni tlohy U budeme
znacit PR(U).

Podminky P rozdélime na ,jednoduché* podminky — A a ,slozité“ podminky
— B. Jako U oznaéime optimalizaéni tlohu, kterd je ddna pouze podminkami
A a stejnou ucelovou funkei c.

Nejprve fesime tlohu u (tj. zapomeneme na podminky B — fikdme, Ze
podminky B relaxujeme) a najdeme optimdalni feSeni opt tilohy U. Hodnota
ucelové funkce pro feseni opt ndm slouzi jako odhad, jaké ,nejlepsi* feseni uiloha
U (tedy tloha dand podminkami P) muze mit. Spliiuje-li nalezené fesen{ opt i
podminky B (tj. je-li opt ptipustné Feseni dlohy i), dostali jsme optim&ln{ Fesen{
tlohy U.

Jestlize fesen{ opt nesplituje podminky B, rozdélime tlohu U (vétvime wdlohu)
na podulohy Uy, Us, ..., Uy a to tak, ze

1. k>2a

2. kazdé pripustné feSeni ulohy U je pripustnym reSenim nékteré z podiloh
Uy, ..., Ug. Tj.

PRU) = PR(U) U ... U PR(UY).

Podminka 2 nam zarucuje, ze optimalni feSeni tlohy U bude nékteré z op-
timalnich feseni tloh Uy, ..., Us.

Jestlize tloha U; jiz nema piipustné feseni, nebo odhad pro optimalni feseni
je horsi nebo stejny jako jiz znamé pripustné feSeni, tilohou se dédle nezabyvame
(dlohu umrtvime). V opaéném piipadé resime U; stejnym zpusobem.

Vypoéet ukonéime tehdy, kdyZz pro vSechny podiilohy jsme bud nasli op-
timalni feseni, nebo jsme je umrtvili.

3.9.6 Poznamka. Pro piipad hleddni nejlevnéjsi hamiltonovské cesty C
mame:

e A — hamiltonovskd cesta je kostra,
e B — kazdy vrchol v hamiltonovské cesté ma stupen nejvyse 2,
e Ucelova funkce je soucet cen jednotlivych hran v C,

e cena minimalni kosty slouzi jako odhad optimalniho feSeni dané podilohy.
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3.9.7 Pro zmenseni po¢tu vétveni muzeme pouzit jesté jiny zpusob vétveni
tlohy nez je uveden vyse.

Ozna¢me v vrchol, ktery ma v minimaln{ kostfe stupen d(v) = k > 3 a
oznacme ei, e, ...,e hrany, s krajnim vrcholem v. Ulohu i/ rozdélime ma tii
podulohy Uy, Us a Us takto:

U, — zakazeme hranu eq;
Us — vynutime hranu e; a zakdZzeme hranu eo;
Us — vynutime hrany e; a es a zakdzeme vSechny hrany es, ey, ..., ex.

Nyni plati
PR(U) = PR(Uy) U PR(Us U PR(Us

a navic mnoziny pfripustnych feseni uloh Uy, Us a Us jsou po dvou disjunktni.
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3.10 Nezavislost, kliky a barevnost grafu

3.10.1 Nezdavislé mnoziny. Je ddn neorientovany (orientovany) graf G.
Mnozina vrcholu A se nazyva nezdvisla mnozina vrcholi, jestlize zadnéa hrana
grafu G nem4 oba krajni vrcholy v mnoziné A. Jinymi slovy, podgraf indukovany
mnozinou A je diskrétni.

3.10.2 Maximalni nezavisla mnozina. Je dan graf G. Nezavisld mnozina
N se nazyva maximdlni nezdvisld mnozina, jestlize jakékoli jeji nadmnozina uz
neni nezavisla.

Jinymi slovy, N je maximalni nezavisld4 mnozina, jestlize pro kazdy vrchol
v, ktery nelezi v N, existuje vrchol w € N takovy, ze v G existuje hrana mezi
v a w.

3.10.3 Nezavislost grafu. Je dan neorientovany nebo orientovany graf G.
Pocet vrcholu v nejpocetnéjsi nezdvislé mnoziné grafu G se nazyva nezdvislost
grafu G a znacime jej a(G).

Nejpocetnéjsi nezavislda mnozina je jisté také maximalni, ale ne kazdd ma-
ximélni nezavislda mnozina je soucasné nejpocetnéjsi.

3.10.4 Poznamka. Jidro grafu orientovaného grafu G definované v 3.6.8 je
nezavisla mnozina grafu G; to vyplyva z prvni podminky, kterou jadro musi
spliiovat. Ovsem ne kazdd nezavisla mnozina orientovaného grafu G je soucasné
jadrem grafu G; jadro musi jesté splnovat i druhou podminku z 3.6.8.

3.10.5 ijlny neorientovany graf. Neorientovany graf G nazyvame uplngm
grafem, jestlize je prosty, neméa smycky a kazdé dva razné vrcholy jsou spojené
hranou. _—

/- , . , ; n(n—1

Uplny neorientovany graf G s n vrcholy md ——— hran.

3.10.6 Klika v grafu. Je dén neorientovany graf G. Mnozina vrcholi K
grafu G se nazyva klika v grafu G, jestlize kazdé dva rizné vrcholy z mnoziny
K jsou spojeny hranou a je maximalni s touto vlastnosti.

Jinymi slovy, podgraf uréeny mnozinou vrcholu K je tplny a kdykoli v je
vrchol, ktery nelezi v mnoziné K, tak v K existuje vrchol w, ktery s v spojen
hranou neni.

3.10.7 Doplikovy graf. Je ddn neorientovany graf G = (V, E) bez smycek.
Pak dopliikovy graf grafu G je graf G4°P = (V, E4°P), kde

{u,v} € E® prave tehdy, kdyz w#v a {u,v} € E.

3.10.8 Tvrzeni. Mnozina N vrcholi grafu G je maximalni nezavisla mnozina
grafu G pravé tehdy, kdyz je to klika v doplitkovém grafu G9°P.

Mnozina K vrcholu grafu G je klika v grafu G pravé tehdy, kdyz je to
maximalni nezavisld mnozina doplitkového grafu GP.

3.10.9 Obarveni grafu. Je didn neorientovany graf G bez smycek. Obarveni
vrchola grafu je pfifazeni barev (prvki mnoziny B) vrcholum grafu G a to
takovym zpusobem, ze zadné dva vrcholy spojené hranou nemaji stejnou barvu.
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3.10.10 k-barevny graf. Graf G se nazyva k-barevny, jestlize se da obarvit
k barvami (tj. jestlize lze graf obarvit tak, aby mnozina barev B méla k prvku).

3.10.11 Barevnost grafu. Je dan neorientovany graf G bez smycek. Ba-
revnost grafu G (téz chromatické cislo grafu G) je nejmensi k takové, ze G je
k-barevny. Barevnost grafu G znacime x(QG).

3.10.12 Pozorovani. Mnozina vrcholi obarvena stejnou barvou tvoii nezavislou
mnozinu grafu.

Graf je jednobarevny pravé tehdy, kdyz neméa zaddnou hranu.

3.10.13 Tvrzeni. Graf G je dvoubarevny pravé tehdy, kdyz neobsahuje
kruznici liché délky.

3.10.14 Dvoubarevné grafy. Zjistit, zda je dany graf dvoubarevny, se d&a
jednoduchou modifikaci prohleddvani do sitky:

Provedeme prohleddni grafu do sifky. Vrcholum, které lezely v sudych hla-
dinéch, prifadime barvu 1; vrcholum, které lezely v lichych hladindch, pfifadime
barvu 2.

Jestlize graf neobsahoval kruznici liché délky, jednd se o obarveni grafu a
graf je tedy dvoubarevny. Vede-li hrana mezi dvéma vrcholy v hladindch stejné
parity, obsahuje graf kruznici liché délky a neni proto dvoubarevny.

3.10.15 Bipartitni grafy. Graf G se nazyva bipartitni, jestlize jeho mnozinu
vrcholi mazeme rozdélit na dvé mnoziny X a Y (tj. V(G) = XUY a XNY = 0)
tak, ze kazda hrana ma jeden krajni vrchol v mnoziné X a druhy krajni vrchol
v mnoziné Y.

3.10.16 Tvrzeni. Graf G je bipartitni pravé tehdy, kdyz je dvoubarevny.

3.10.17 Poznamka. Zjistit, zda dany graf je tiibarevny, je tézky problém
(obecné NP-tiplny problém).

3.10.18 Tvrzeni. Pro kazdy prosty graf G, ktery ma m hran plati

1 1
< — 2 —.
X(G)_2—|—\/ m+4

3.10.19 Tvrzeni. Oznatme A nejvétsi stupen vrcholu grafu G. Pak

X(G) <A+1.

3.10.20 Sekvenéni barveni. Nésledujici postup obarvi graf A +1 barvami.
Oznacme mnozinu barev B = {1,...,A 4+ 1}.

1. Sefadime vrcholy do posloupnosti (libovolné)

V1,V2y...,Un

2. Probirame vrcholy v tomto potadi a vrcholu v; pfifadime vzdy tu nejmensi
barvu, kterou nemé zadny jeho soused vrcholu.
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3.10.21 Poznamka. Algoritmus sekvencniho barveni dava horni odhad pro
barevnost grafu. Jedna se ovsem o odhad, ktery muze byt velmi vzdalen od
barevnosti grafu. Presnéji, existuji dvoubarevné grafy, které pii nevhodném
uspofadani vrcholi v kroku 1, algoritmus obarvi § barvami (kde n je pocet
vrchola grafu).

3.10.22 Poznamka. Tvrzeni 3.10.19 je mozné modifikovat takto:
Kazdy prosty graf G spliuje

X(G) <14+ max{é(H)|H C G},
kde 0(H) je rovno nejmensimu stupni vrcholu v grafu H.
3.10.23 Tvrzeni. Pro kazdy neorientovany graf G bez smycek plati:
a(G) +x(G) <n+1

kde n je pocet vrchola grafu G.

Piipomenme, ze a(G) je nezdvislost grafu G, tj. pocet vrchola v nejpocetnéjsi
nezavislé mnoziné grafu G.
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