Stromy
Minimalni kostra grafu

Alena Gollova



Obsah

© Stromy

@ Charakterizace stromi
@ Pocet stromi

Alena Gollova

Teorie grafi

2/26



Obsah

© Stromy

@ Charakterizace stromi
@ Pocet stromi

© Minimalni kostra grafu
@ Algoritmus na minimalni kostru
@ Boriivkiv - Kruskaliv algoritmu
@ Jarniklv - Primiv algoritmus

Alena Gollova Teorie grafii 2/26



Stromy Charakterizace stromi
Potet stromi

Stromy

Definice
Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici (jako svilj podgraf).
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Stromy Charakterizace stromi
Potet stromi

Stromy

Definice

Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici (jako svilj podgraf).

Poznamka

Kazdy strom je obyZejnym grafem, nebot smy¢ky &i paralelni hrany
by znamenaly pfitomnost kruZnice.
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Stromy Charakterizace stromi
Potet stromi

Stromy

Tvrzeni

Kazdy strom s n > 2 vrcholy ma alespori dva vrcholy stupné jedna
(tzv. listy).

Tvrzeni

Kazdy graf bez kruznic s n > 2 vrcholy a m > 1 hranami ma
alespori dva vrcholy stupné jedna.

Véta (Euleriv vzorec)

Kazdy strom T = (V, E) o n vrcholech ma n— 1 hran,
tj. |[E| =|V|-1.

Alena Gollova Teorie grafii 4/26



Stromy Charakterizace stromi
Pocet stromi

Stromy

Véta
Necht G je graf o n vrcholech. Nésledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

Q@ G je strom.

© G je souvisly a md n—1 hran.

© G je bez kruznic a ma n— 1 hran.

Tvrzeni

Ma-li graf n > 2 vrcholG a n — 1 hran a nema-li izolované vrcholy
(tj. nema vrchol stupné& nula), pak v n&m existuji alespoii dva
vrcholy stupné jedna.
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Stromy Charakterizace stromi
Pocet stromi

Stromy

Véta
Necht G je graf. N&sledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
O G je strom.
© G je souvisly a odebranim libovolné hrany prestane byt
souvisly (G je minimdlni souvisly).
© G je bez kruZnic a p¥idame-li ke grafu libovolnou hranu,
uzavfeme p¥esné jednu kruZnici (G je maximalni bez kruZnic).

Q Mezi kaZzdymi dvéma jeho vrcholy vede pravé jedna cesta.

Poznamka: Hrana v grafu G se nazyva most, pokud jeji odebrani
zv&tsi pocet komponent souvislosti grafu. Tvrzeni 2 ¥ika, Ze ve
stromu je kazda hrana mostem.
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Stromy Charakterizace stromu
Potet stromii

Stromy

Tvrzeni

Potet strom(i na n vrcholech je n"=2.

Tvrzeni

Necht d; > d» > --- > d,, > 0. Pak existuje strom se skdre
(di,d,...,dy), pravé kdyz Y7, di =2(n—1).

Diikazy téchto tvrzeni pouzivaji Priiferovy kédy a zdjemci je mohou
nalézt v knize: Matousek, Nesetfil: Kapitoly z diskrétni matematiky.
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Stromy Charakterizace stromu
Potet stromii

Stromy

Je aspoii tolik neizomorfnich stromi na n vrcholech, kolik je
moznych stromovych skére, tj. nerostoucich n—tic (di, da, ..., dp)
kladnych &isel, v nichz >°7 | d; = 2(n — 1).

(Podminka d, = d,—1 = 1 z pfedchoziho plyne automaticky).
P¥itom miZe existovat vice neizomorfnich strom0 se stejnym skére.

Ozna&me pocet neizomorfnich stromii na n vrcholech jako tp,.
Poclet neizomorfnich stromi rychle roste:

n 314(5(6|...] 10 ... 20
lim 112|3|6]...|106|... |832065
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Stromy Charakterizace stromu
Potet stromii

Stromy

Definice
Graf, ktery neobsahuje kruZnice, se nazyva les.

Poznamka: Komponenty souvislosti lesa jsou tedy stromy.

Tvrzeni
Les o n vrcholech a kK komponentach souvislosti ma n — k hran.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni k fi g A 3
AT T LTS D Jarnikav - Primav algoritmus

Minimalni kostra grafu

Problém minimalni kostry

Otakar Boriivka ¥esil v souvislosti s elektrifikaci Jizni Moravy tzv.
problém minimalni kostry grafu. Cilem bylo propojit vesnice

a mésta tak, aby ndklady na elektrické vedeni byly co nejmensi.
Bortivka publikoval v roce 1926 dva algoritmy na hleddni minimaln{
kostry, z nichZ pfedstavime jen jeden. Déle uvedeme algoritmus od
Vojtécha Jarnika z roku 1930.

Algoritmy jsou znamé pod jmény americkych matematiki jako
Kruskaliiv algoritmus (1956) a Primiv algoritmus (1957).
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Algoritmus na minimalni kostru
Boriivkiv - Kruskaliv algoritmu

Migimalnikostrajcraty Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

Definice

Necht G je souvisly graf. Faktor grafu G, ktery je stromem, se
nazyva kostra grafu.

Tvrzeni

Kazdy souvisly graf ma aspoii jednu kostru.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni kostra grafi g 3 q
a (5 D Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

Definice

Necht G je souvisly graf. Faktor grafu G, ktery je stromem, se
nazyva kostra grafu.

Tvrzeni
Kazdy souvisly graf ma aspoii jednu kostru.

V angli¢tiné se kostra grafu nazyva "spanning tree” = vepsany

strom. Analogicky, "spanning forest” = vepsany les je faktor
(obecné nesouvislého) grafu G, ktery je lesem.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni kostra grafi g 3 q
a (5 D Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

Definice

Necht G = (V, E) je souvisly graf, ktery m3 ohodnocené hrany,
tj. je ddno zobrazeni ¢: E — R*: c(e) = cena hrany e.

Minimalni kostra grafu G je takova kostra K = (V/, L), kterd ma
nejmensi soucet cen hran ) __, c(e) mezi v8emi kostrami grafu G.

Tvrzeni

KaZdy souvisly ohodnoceny graf ma minimalni kostru (nemusi viak
byt jedind).
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni kostra grafi g 3 q
a (5 D Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

Obecny algoritmus na minimalni kostru

Vstup: Souvisly graf G = (V, E) s ohodnocenim hran c: E — R
Vystup: Hrany minimdlni kostry K = (V/, L)

Myslenka algoritmu: Za&ne s jednovrcholovymi komponentami
budouci kostry K a postupné ptiddva hrany tak, Ze vzdy spoji
n&jaké dv& komponenty takovou hranou, ktera je (aspoil) pro jednu
z nich tou nejlevnéjsi hranou, kterd z ni tréi ven.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni kostra grafi P 3 q
a (5 D Jarnikav - Primav algoritmus

Minimalni kostra grafu

Obecny algoritmus

(inicializace)

o ¥ < {{v},v € V} mnoZina komponent souvislosti podgrafu K
oL+ 10

(p¥idvani hran)
e while |.7| > 1 do

@ vyber hranu e € E, ktera spojuje dvé rizné komponenty
5,5’ € . a aspoii pro jednu z nich je tou nejlevn&j§i hranou,
ktera z ni tréi

o L+ LU{e}
@ do . dej SUS' misto S a S’ (spoj komponenty S a §')
@ enddo

e output L
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni kostra grafu . 3 q
g Jarnikav - Primav algoritmus

Minimalni kostra grafu

Tvrzeni

Necht G = (V, E) je ohodnoceny souvisly graf a K = (VL) je
jeho kostra. K je minimdlni kostra, pravé kdyz pro kazdou hranu
e € E\ L plati: e je tou nejdraZ&i hranou na kruZnici, kterd
vznikne, kdyz hranu e pfriddme ke kostfe K.

Tvrzeni

Necht G = (V, E) je ohodnoceny souvisly graf a K = (VL) je
jeho kostra. K je minimdlni kostra, pravé kdyz pro kazdou hranu

e € L plati: e je tou nejlevnéjsi hranou mezi mnoZinami vrcholi
dvou komponent souvislosti, na néz se kostra rozpadne, kdyZ hranu
e z kostry vyhodime.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni kostra grafi P 3 q
a (5 D Jarnikav - Primav algoritmus

Minimalni kostra grafu

Obecny algoritmus - korektnost

@ Terminace - variant = |.’| = potet komponent souvislosti
podgrafu K.
(Ten po kazdém opakovani cyklu klesne o jedna, Ize pouZit téZ
for-cyklus "for i <~ 1ton—1do ...", kde n = |V].)

@ Parcidlni korektnost - invariant = " Existuje minimalni kostra
K’ takova, ze L C E(K’)."
(Lze dokazat indukci z ptedchozich tvrzeni.)
JelikoZ algoritmus zastavi, kdyZ |L| = n— 1 = |E(K")], tak
K = K’ je minim3ln{ kostra.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boriivkav - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni k fi g A 3
AT T LTS D Jarnikav - Primav algoritmus

Minimalni kostra grafu

UkéaZeme nyni dva specialni pfipady obecného algoritmu.

Borivkiv - Kruskaldv algoritmus
Vstup: Ohodnoceny (ne nutn& souvisly) graf G = (V, E)
Vystup: Hrany minimalni kostry K = (V/, L)

Myslenka algoritmu: Bere hrany do kostry od nejlevnégjsich, pokud
nevytvo¥i kruznici (tj. pokud oba vrcholy hrany neleZi ve stejné
komponent& souvislosti). Jednd se tedy o "hladovy algoritmus”.

Pokud p¥idavame celkové nejlevnéjsi mezikomponentovou hranu,
pak je to jist& (dokonce pro ob& komponenty) ta nejlevn&jsi hrana
tréici z komponenty ven, jde o specidlni pfipad obecného algoritmu.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boriivkav - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni kostra grafi P 3 q
! @ OStalEraiy Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

Bortvkiv - Kruskaliv algoritmus
(inicializace)
o/ «— {{v},veV}
ol 0 i1
(p¥idavani hran)
e sefad hrany podle ceny: ey, ..., en, kde c(e) < c(gj) pro i <j
e while || > 1 and i < m do
o if e = {u, v} ma vrcholy v riiznych komponentach,
thueS, veS, 6 S#S, then
o L+ LU {e,-}
o do ¥ dej SUS misto S a S’ endif
@ i+ i+1 enddo

e output L
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Algoritmus na minimalni kostru
Boravkiv - Kruskalav algoritmu

Minimalni kostra grafi P - 3
a (5 D Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

Poznamka

Algoritmus je napsan tak, aby zastavil, i kdyZ na vstupu bude
nesouvisly ohodnoceny graf. V tom pfipadé zastavi po probrani
v8ech hran a najde minimalni vepsany les.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boriivkav - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni kostra grafi P 3 q
a (5 D Jarnikav - Primav algoritmus

Minimalni kostra grafu

Poznamka

Algoritmus je napsan tak, aby zastavil, i kdyZ na vstupu bude
nesouvisly ohodnoceny graf. V tom p¥ipadé zastavi po probrani
v8ech hran a najde minimalni vepsany les.

Poznamka
Algoritmus m3 jesté daleko do konkrétni implementace. Otazkou
je, jak bude datov& representovan soubor mnozin . (komponent
souvislosti). Az pak bude mozné odhadnou &as potfebny pro

@ vyhleddni, do které komponenty patf¥i vrchol v - FIND(v),

@ sjednoceni dvou komponent - UNION(S, S").
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Algoritmus na minimalni kostru
Boriivkav - Kruskaliiv algoritmu

Minimalni kostra grafi P 3 q
a (5 D Jarnikav - Primav algoritmus

Minimalni kostra grafu

Boruvkiv - Kruskaliv algoritmus - €asova naro¢nost

Komponenty souvislosti podgrafu K jsou zadané svymi vrcholy,
mnoZina komponent . tvo¥i rozklad na mnoZin& V (= systém po
dvou disjunktnich mnoZin, jejichZ sjednocenim je celd mnozina V).
MoZna datovd struktura: . miZe byt pole délky n = |V/|, kde
Z(v) je jméno komponenty obsahujici vrchol v.

FIND(v) trva &as O(1), UNION(S,S’) ¢as O(min{|S],|S’|})-
Celkovy &as pro p¥iddvani hran do kostry je O(m + nlog(n)).
Nejdelsi fazi je tedy setfidéni hran dle cen, které vyzaduje Cas

O(mlog(m)) = O(m log(n)).
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Migimalnikostrajcraty Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

Jarnikiiv - Primiiv algoritmus
Vstup: Ohodnoceny (ne nutn& souvisly) graf G = (V, E)
Vystup: Hrany minimalni kostry K = (V/, L)

Myslenka algoritmu: Zvétsuje stale prvni komponentu souvislosti
o nejlevnéjsi hranu, kterd z ni tréi, resp. o druhy vrchol té hrany.
Stadi tedy pamatovat si pouze vrcholy prvni komponenty.

Alena Gollova Teorie grafii 21/26



Algoritmus na minimalni kostru
Bl Bortivkiv - Kruskaliiv algoritmu
Minimalni kostra grafu g g &
Jarnikiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

Jarnikiiv - Primiiv algoritmus
(inicializace)

e vyber vrchol v € V, S «+ {v}
o[« ()

(pFidavani hran)

e while S ## V and tr&i n&jaka hrana z S do
@ vyber nejlevn&jsi hranu e = {u, w} takovou, 2e u€ S, w ¢ S’
o L+ LU{e}
@ S+ SU{w} enddo

e output L
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Migimalnikostrajcraty Jarnikav - Primav algoritmus

Minimalni kostra grafu

Poznamka

Algoritmus je opét napsan tak, aby zastavil, i kdyZ na vstupu bude
nesouvisly ohodnoceny graf. V tom pfipad€ najde minimalni kostru
prvni komponenty souvislosti (té, v niZ je vybrany vrchol v).
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Migimalnikostrajcraty Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

Poznamka

Algoritmus je op&t napsan tak, aby zastavil, i kdyZ na vstupu bude
nesouvisly ohodnoceny graf. V tom pfipad€ najde minimalni kostru
prvni komponenty souvislosti (té, v niZ je vybrany vrchol v).

Jarnikiiv - Primiv algoritmus - ¢asova naro¢nost

Pokud si budeme drzet v paméti pole téch nejlevnéjsich hran
z komponenty S do vrcholdi mimo S, bude &asovd narotnost O(n?).
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Migimalnikostrajcraty Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

P¥iklad
Ohodnoceny graf G s vrcholy V = {1,2,2,4,5} m3a hrany zadané
matici cen:

-3 1 2 -

3 — 3 6 5

1 3 — 1 4

2 6 1 — —

5 4 — -

Jarnikiiv - Primiv algoritmus nalezne minimdalni kostru K = (V/, L)
s hranami {1,2}, {1,3}, {3,4}, {3,5} o celkové cené c(K) = 9.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Migimalnikostrajcraty Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Minimalni kostra grafu

P¥iklad
Borilivkiv - Kruskallv algoritmus, p¥i tomto setfidéni hran dle ceny:

{1,3}, {3,4}, {1,4}, {2,3}, {1,2}, {3,5}, {2,5}, {2,4},
nalezne minimalni kostru K’ = (V, L") s hranami {1, 3}, {2,3},
{3,4}, {3,5} o celkové cen& c(K') = 9.

Nas graf G ma tedy aspori dvé minimalni kostry.
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Algoritmus na minimalni kostru
Boruvkiv - Kruskaliiv algoritmu

Migimalnikostrajcraty Jarnikiiv - Primiiv algoritmus

Stromy a minimalni kostry
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