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Uplné systémy logickych spojek

Definice

MnoZzina logickych spojek A tvofi lplny systém logickych spojek,
jestlize pro kaZdou formuli ¢ existuje formule @,, kterd pouziva
pouze spojky z mnoziny A, a pfitom ¢ H ©a.

Tvrzeni

Ndasledujici mnoZziny tvofi iplné systémy logickych spojek:
o {-,A,V,=, &} {—,V,A}
o {=,V} {~A} {==}

Tyto mnoziny naopak netvofi tplné systémy logickych spojek:
o {=}, {A,V,=,<} - ani Z4dn3 jeji podmnoZina
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Uplné systémy logickych spojek

Tvrzeni

Je-li A dplny systém logickych spojek a lze-li kaZdou spojku z A
tautologicky ekvivalentné prepsat pomoci spojek z I, pak také I'
tvofi dplny systém logickych spojek.

Tvrzeni

Mnoziny {]}, resp. {|} tvo¥i dplny systém logickych spojek.

Tvrzeni

MnoZina {—, <} dplny systém logickych spojek netvofi.
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Uplné systémy logickych spojek

Hilbertv dokazovaci systém pouZiva nasledujici definici formule:

Zizena definice formule
Je ddna mnoZina logickych prom&nnych A # ().
Formule vyrokové logiky je definovana induktivné té€mito pravidly:
© Atomickymi formulemi jsou logické proménné.
@ Jsou-li a0, B formule, pak také (—a) a (o = ) jsou formule.
© Kazda formule vznikla pouzitim kone&né mnoha kroki 1 a 2.
To je postacujici definice, protoze {—,=-} tvofi dplny systém
logickych spojek. Ostatni spojky lze povaZovat za odvozené od
téchto dvou.
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Uplné systémy logickych spojek

K zamysleni

Ternarni spojka "if a then 3 else ~" je ddna ndsledujici tabulkou:

a | B | v | ifte(e, 8,7)
0/0]|0 0
001 1
0/1]0 0
011 1
100 0
1|01 0
1|10 1
1|11 1
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Uplné systémy logickych spojek

Tvrzeni

Pro libovolné formule «, 3, plati:
o ifte(c, 8,7) H (@ = B) A (o =)
o ifte(c, B,7) H (e AB) V (max A y)

Tvrzeni

MnoZzina {ifte, tt, ff} je Gplny systém logickych spojek.

Navod k dikazu: Zkuste pomoci téchto t¥i spojek napsat
tautologicky ekvivalentné spojky — a =-.
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Booleovské funkce

Booleovska funkce n promé&nnych je funkce z {0,1}" do {0,1}.
Kazda formule vyrokové logiky obsahujici n logickych proménnych
jednozna&né uréuje booleovskou funkci n proménnych.

Sloupecek v tabulce pravdivostnich ohodnoceni odpovidajici
formuli ¢ udava vysledky dané booleovské funkce (ozna&ime f,)
pro v8echny mozné kombinace vstupnich hodnot.

Tvrzeni
@ ¢ H ¢, pravé kdyz uruji stejné booleovské funkce.
o Je celkem 2(2") riznych booleovskych funkei n prom&nnych.
@ Pro n logickych prom&nnych je 2(2") t¥id tautologické
ekvivalence.
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Booleovské funkce

Na mnoZin& {0,1} jsou definovany operace:
@ logicky sou¢in  x -y = min{x,y}
o logicky soutet x + y = max{x, y}
@ logicky doplnék X =1— x

MnoZina {0, 1} tvofi s t&mito operacemi tzv. Booleovu algebru.

Tvrzeni
Pro libovolné pravdivostni ohodnoceni u a libovolné formule «,
plati:

o u(aAB) = u(a)- u(B)

o u(aV B) = u(a)+ u(B)

o u(—a)=u(a) =1-u(a)
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Booleovské funkce

Poznamka

OdliSujte znadeni a terminologii!

Necht a, b, ¢ jsou logické prom&nné, u je pravdivostni ohodnoceni.
Oznatme u(a) = x, u(b) =y, u(c) = z, kde x,y,z € {0,1}.
Toto je o formulich: (a A b)V —c H (aV —c) A (bV —c)

Toto je o &islech:  (x-y)+z=(x+2)-(y+2)
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Normalni formy

Otazka

Lze pro kaZzdou booleovskou funkci najit formuli, kterd ji odpovida?
Aneb Ize pro kaZdy sloupec v pravdivostni tabulce najit formuli,
jejiz pravdivostni hodnoty odpovidaji danému sloupci?

Odpovéd zni ANO, dokonce najdeme formuli ve specidlnim tvaru,
tzv. konjunktivni &i disjunktivni normalni formé.
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Normalni formy

Definice

Literdl je atomickd formule nebo jeji negace.

Nap¥. logickd proménna a je pozitivni literdl, —a je negativni literal,
oba jsou navzdjem komplementdrni literaly.

Minterm je konjunkce literdl, nebo jeden literal, nebo tt.

Napf. aA—=b A c, aA—b, a, tt jsou mintermy.

Maxterm je disjunkce literall, nebo jeden literal, nebo ff.
Maxtermim se téz ¥ika klausule.
Nap¥. aV —bV ¢, aV —b, a, ff jsou maxtermy.
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Normalni formy

Definice

Rekneme, Ze formule je v disjunktivni normaini form& (DNF),
jestlize je disjunkci mintermu, nebo jeden minterm nebo ff.

Rekneme, ¥e formule je v konjunktivni normalini formé (CNF),
jestliZze je konjunkci maxtermd, nebo jeden maxterm nebo tt.

Ptiklady

Formule (aA=bAc)V (aAb), aVb, a,t,ff jsou v DNF,
formule (aV bV c)Aa, aVb, a,tt,ff jsouv CNF.

Relaxovany syntakticky strom pro formule v DNF ¢i CNF ma
hloubku nejvyse 3.
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Normalni formy

Tvrzeni

Ke kazdé formuli ¢ existuji formule @pye v disjunktivni normalni
form& a @cye v konjunktivni normalni formé tak, Ze ¢ H wpne

a také ¢ H ©cnr-

Tvrzeni dokdZeme tak, Ze predstavime t¥i zplisoby, jak danou
formuli do normalni formy DNF &i CNF prevést.

Poznamenejme, Ze formule wpys @ e nejsou pro danou formuli ¢
uréeny jednoznaéné.
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Normalni formy

T¥i zplsoby, jak najit disjunktivni ¢i konjunktivni normalni formu
pro danou formuli ¢:
© pomoci tprav zachovavajicich tautologickou ekvivalenci

© pomoci tabulky pravdivostnich hodnot
(najdeme dplnou DNF, CNF)

© pomoci Karnaughovy mapy
(najdeme zjednoduenou DNF, CNF)

Prvni dva zpiisoby ukdZeme na prednasce, tfeti najdete ve
skriptech doc. Velebila.
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Normalni formy

1. zpisob - algoritmus pouzivajici taut. ekvivalentni Gpravy

V kazdém kroku zpracujeme cely syntakticky strom formule ¢ a to
smérem od kotene k listiim:

@ prepiSeme taut. ekvivalentné ostatni spojky pomoci —, A, V
- to Ize, nebot tyto spojky tvofi tplny systém spojek

@ dostaneme negaci k atomickym formulim - De Morganovy
zakony, vynechani dvojité negace

© upravime poradi konjunkce a disjunkce - distributivni zakony

Q piipadné zjednodusime: upravime max/mintermy, aby
obsahovaly kaZdou logickou proménnou nejvyse jednou -
idempotence a zdkony pro tt a ff; vypustime zbyte¢né termy -
absorpce, slutovani typu (aV x) A (aV —x) H «

Ziskame tak strom pro @pyr, resp. Yenr-
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Normalni formy

2. zpusob - pomoci tabulky pravdivostnich hodnot

Vyplnime tabulku pravdivostnich hodnot pro formuli ¢. To oviem
znamena vyplnit 2" ¥adkd, kde n je pocet logickych proménnych.
Pro DNF nds zajimaji ¥adky, v nichZ ma formule ¢ hodnotu 1,
pro CNF naopak ¥adky s hodnotou 0.

o Radek je uréen kombinaci hodnot logickych promé&nnych.

@ Konjunkci literdli ze vSech promé&nnych napiseme formuli,
kterda ma hodnotu 1 pouze na jednom ¥Fadku takto - ma-li
proménna na tomto ¥adku hodnotu 1, pouZijeme pro ni
pozitivni literdl, ma-li hodnotu 0, pouZijeme negativni literal.
Tim ziskdme minterm.

@ Negaci tohoto mintermu ziskdme naopak formuli, ktera

nabyva hodnoty 0 pouze na tomto jediném ¥adku. Negaci

mintermu upravime na maxterm.
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Normalni formy

2. zpusob - pokracovani
@ Disjunkce mintermi pro vSechny Fadky, kde ma formule ¢
hodnotu 1, bude wppr.

@ Konjunkce maxtermi pro viechny ¥adky, kde ma formule ¢
hodnotu 0, bude @cpe.

Poznamka

Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot ziskame tzv. dplnou DNF,
resp. tplnou CNF pro formuli ¢, nebot ma v kazdém mintermu,
resp. maxtermu v3echny logické proménné z formule .

Formule tt nema dplnou CNF, formule ff nema dGplnou DNF.
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Normalni formy

Tvrzeni

Ke kaZdé booleovské funkci f existuje formule ¢, kterd odpovida
booleovské funkci f. Navic lze tuto formuli ¢ nalést v disjunktivni
&i konjunktivni normalni formé.

Otazka k zamysleni

Kdy je snaZ&i rozhodnout, zda je formule tautologie - pro formuli
v DNF, nebo pro formuli v CNF?
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Syntaxe a sémantika vyrokové logiky
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