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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Predikatova logika

Slang: Predikatova logika studuje kromé logickych spojek i
kvantifikatory a vnit¥ni strukturu jednoduchych vyroka.

Proménné uZ neoznaluji atomické formule, ale zastupuji objekty.
Budeme se zabyvat predikatovou logikou 1. ¥adu, kterd ma
promé&nné jen pro individua, nikoli pro mnoZziny individui. Aneb
proménné budou jednoho typu.
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Predikatova logika

Aristotelovy sylogismy

Kazdy ¢lovék je smrtelny.
Sokrates je ¢lovék.
Sokrates je smrtelny.

Toto je spravny lsudek, ale jeho spravnost nelze ovéfit pomoci
vyrokové logiky, potfebujeme podchytit vnitfni strukturu vyrokd.

Poznamka

Aristotelovych sylogismii je celkem 37 a dohromady tvofi Gplny
odvozovaci systém predikatové logiky (coz dokazali Ledniewski,
kolem 1930, Tarského %kola, Polsko).
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Predikatova logika

Aristotelovy sylogismy

Zatim neformalni pokus o formalizaci:

X cereeens jsoucno
C(-) .... byt &lov&k
S(-) .... byt smrtelny

A, Sokrates

Vx (C(x) = S(x))
C(a)

5(a)

Formule pod &arou je sémantickym dlsledkem formuli nad &arou.
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Jazyk
Jazyk predikatové logiky obsahuje tyto symboly:
Q logické symboly
e proménné; Var je mnoZina viech proménnych
o logické spojky: =, A, V, =, <, popt. téZ t, ff, |, ], ®
o kvantifikdtory V (obecny) a 3 (existenni)
e symbol rovnosti: =
@ specialni symboly
o predikdtové, kde kazdy ma svou aritu n > 0;
Pred je mnoZina predikatovych symboli
o funkéni, kde kazdy ma svou aritu n > 0;

Func je mnoZzina funk&nich symboli
e konstantni; Kons je mnozina konstantnich symbolii

© pomocné symboly, jako jsou zavorky (, ) a &arka ,
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Poznamky
@ BéZné se pracuje se spoetnou mnoZinou proménnych
Var = {x1,x2, x3,...}. Potom je jazyk predikatové logiky
zadan svymi specidlnimi symboly.
@ Nap¥. zakladni jazyk teorie pFfirozenych &isel obsahuje symboly
Pred = {<}, Func = {+,-}, Kons = {0,1}.

@ Bé7Zné se také misto konstantnich symbold mluvi o funkénich
symbolech arity 0.

@ Budeme se zabyvat predikatovou logikou s rovnosti. Bez
rovnosti bychom museli predpoklddat, Ze mnoZina
predikatovych symboll je neprazdna.
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Termy
MnoZina term( je definovdana témito pravidly:
© KaZda proménna a kazdy konstantni symbol je term.

@ Jestlize f je funkéni symbol arity n a t1, to, ..., t, jsou termy,
pak f(t1, to,...,ts) je také term.

© Kazdy term vznikl kone¢nym pouZitim pravidel 1 a 2.

Poznamka
Termy popisuji objekty, véetné toho, jak objekty vznikly.
Pravidlo 3 zaruluje, Ze termy jsou kone&né dlouhé.
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Formule
Mnozina formuli je definovana témito pravidly:

Q Je-li P je predikdtovy symbol arity n a t1, tp, ..., t, jsou termy,
pak fetézec P(t1, to,. .., t,) je formule, tzv. atomicka formule.
Také t; = tp, kde t1, tp jsou termy, je atomicka formule.

@ Jsou-li ¢ a ¢ dv& formule, pak (—¢), (¢ A ), (¢ V),

(¢ = ), (p < ) jsou opét formule, pop¥. také ff, tt,
(¢ 19)., (¢ L ¥), (p ® ) jsou formule.

© Je-li ¢ formule a x prom&nna, pak (Vx ) a (Ix ¢) jsou opét
formule.

© Kazda formule vznikla kone¢nym pouZitim pravidel 1, 2 a 3.
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Relaxace z definice

@ Nebudeme psat vné&jsi zavorky kolem formule.

@ Nebudeme psat zdvorky kolem negované podformule (" negace
vaze siln&ji nez ostatni spojky”).

@ Nebudeme psat zavorky kolem kvantifikované podformule
(" kvantifikdtory vazi siln&ji nez spojky").

@ Nebudeme psat zavorky, pokud formule obsahuje pouze
opakujici se spojku A (resp. pouze V).

U atomické formule t; = tp jsme pouzili infixni zapis misto
prefixniho zapisu = (t1, to).

B&Znou relaxaci je povoleni infixniho zapisu u symboll pro binarni
relace a operace, napf. x + y je relaxovany tvar termu +(x, y).
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Ptiklad
Jazyk:
Var = {x,y, z}
Pred = {P,S, L}, ar(P) = 2,ar(S) = ar(L) =1
Func = {f, g}, ar(f) = 1,ar(g) =2
Kons = {a}
Termy: x, a, f(a), g(x,f(f(a)))
Formule: S(a), P(x,f(a)), a= f(a),
Ix P(x, f(a)), ¥x5(a),

f(a)),
Vx P(x, f(x)) V 5(x), coZ je (Vx P(x,f(x)))V S(x)
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Syntakticky strom formule
Syntakticky strom formule je definovdn analogicky jako ve
vyrokové logice, navic je zde tfeba Fici:
@ Je-li formule tvaru Vx « (resp. Ix ), pak jeji syntakticky
strom m3a v kofeni Vx (resp. dx) a jeho jedinym naslednikem
je kofen podstromu pro «.

@ Na misté& listd pro atomické formule jsou stromy vystihujici
jejich strukturu a obsahujici stromy pro termy.

Podformule

Podformule formule ¢ odpovidaji podstromiim syntaktického
stromu pro ¢, jez maji v kofeni n&jaky vrchol, ktery neni
v podstromé termd, a obsahuji v8echny potomky tohoto vrcholu.
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Volny a vazany vyskyt proménné

Vyskyt proménné x ve formuli ¢ je vazany vyskyt, jestlize

v syntaktickém stromé p¥i postupu od listu ohodnoceného timto x
ve sméru ke koFeni narazime na kvantifikator s touto proménnou.
V opaéném pFipadé mluvime o volném vyskytu proménné x.

Proménna je volna ve formuli ¢, pokud v ni ma alespoii jeden
volny vyskyt, a je vdzana ve formuli ¢, pokud v ni ma alespoii
jeden vazany vyskyt.

Priklad

Prom&nnd x je ve formuli Vx P(x, f(x)) V S(x) volna i vazana.
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Legalni pfejmenovani vazanych proménnych
O legalnim pFejmenovani vazané proménné x v podformuli Vx c,
resp. Ix a mluvime, pokud
@ prejmenujeme vSechny vyskyty proménné x v podformuli o
na jinou promé&nnou (nap¥. na y)
@ 73adnd volnd promé&nnd se tim nestala vdzanou (tj. zde y
nemé&la v o Zadny volny vyskyt)

Diky legdlnimu pfejmenovani vazanych proménnych miizeme ziskat

formule s " &istymi prom&nnymi”, tj. Zddnd promé&nnd v nich neni
volna i vazana.
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Rovnost formuli

Formule ¢ a ¥ predikatové logiky jsou si rovny, pokud se coby
Fetézce znakai lisi pouze legalnim pFejmenovanim vazanych
promé&nnych.

Ptiklad

Formule ¢ = Vx P(x, f(z)) V S(x) lze zapsat ve tvaru

o =Vy P(y, f(2)) V S(x), pfitemz druhy zdpis ma &sté prom&nné.
Avsak formule ¢ = Vz P(z,f(z)) V S(x) je jind nez ¢, tj. ¢ # 1,
nebot toto pfejmenovani promé&nnych neni legalni.
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Syntaxe predikatové logiky Termy a formule predikatové logiky
Sentence

Syntaxe predikatové logiky

Definice

Sentence (uzavfena formule), je formule, kterd nema volné
proménné, tj. kazdad proménna ma vsechny své vyskyty ve formuli
vazané. Oteviend formule je formule, kterd nemd vazané proménné,
tj. kazda promé&nna ma viechny své vyskyty ve formuli volné.

Ptiklad
Formule Vx S(x), S(a) jsou sentence (v nadem jazyce, kde a je

konstantni symbol). Formule S(x), S(a) jsou otev¥ené formule.
Formule ¥x S(x) V S(y) neni ani uzav¥ena, ani oteviena formule.
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Interpretace a kontext promé&nnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

D¥ive nez budeme moci mluvit o pravdivosti ¢i nepravdivosti
formuli v predikatové logice, musime védét, jak formule " p¥edist”.
Musime znat vyznam specidlnich symboll a védét, jaké objekty
dosazujeme za proménné.

Navic vyznam specialnich symbol{i musi byt pro nase objekty
smysluplny, v8e se musi odehravat "ve stejném svét&” (v jednom
universu).
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Interpretace a kontext promé&nnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Interpretace
Interpretace jazyka predikatové logiky s predikdtovymi symboly
Pred, konstantnimi symboly Kons a funkénimi symboly Func je
dvojice (U, [-]). kde
@ U je neprazdnd mnozina nazyvand universum
o [—] je ptifazeni, které
© kazdému predikatovému symbolu P € Pred arity n > 0
pfifazuje podmnozinu U" (tedy n—arni relaci),
kazdému P € Pred arity 0 p¥ifazuje 0 nebo 1; zna&ime [P]
Q kazdému konstantnimu symbolu a € Kons p¥ifazuje prvek z U,
zna&ime jej [a]
© kazdému funk&nimu symbolu f € Func arity n > 0 pfifazuje
zobrazeni mnoZziny U” do U, zna&ime je [f]
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Interpretace a kontext promé&nnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Poznamky

@ Predikaty arity jedna odpovidaji vlastnostem, interpretovany
jsou presnéji mnozinou prvkd majicich danou vlastnost.
Predikaty arity dvé odpovidaji vztahlim, interpretovany jsou
mnoZzinou vSech dvojic jsoucich v daném vztahu.

@ Na predikdty arity nula se miZeme divat jako na nedélitelné
vyroky, kterym pFifazujeme v interpretaci pravdu (aneb 1) &i
nepravdu (aneb 0). Hraji tedy roli logickych promé&nnych z
vyrokové logiky a jejich interpretace je pravdivostnim
ohodnocenim logickych proménnych. Vyrokova logika je takto
Casti predikatové logiky.
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Interpretace a kontext promé&nnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Poznamky

@ Je-li universum mnoZina &isel, pak funkéni symbol arity n
interpretujeme funkce o n proménnych. Tato funkce ale musi
byt definovdna pro v8echny n—tice z universa a jeji vysledek
musi opét leZet v universu!

@ Binarni operace na &iselnych mnoZinach jsou funkce dvou
proménnych, budou se ndm hodit k interpretovani funk&nich
symboli arity n = 2. OvZem jako vy3e, operace musi byt
definovana pro viechny dvojice z universa a jeji vysledek musf
opét leZet v universu!
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Interpretace a kontext promé&nnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Ptiklad
Jazyk : Interpretace :
Var = {x,y,z} |U=N
Pred = {P,S, L}
ar(P) =2 [Pl = {(m,n) € N2, m < n}
ar(S) =1 [S] = {n € N, n je sudé}
ar(L) =1 [L] = {n € N, n je liché}
Func = {f,g}
ar(f) =1 [f]T:N—->N:n—n+1
ar(g) =2 [e] :NXN—=N:(mn)—m+n
Kons = {a} [a] =2
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Interpretace a kontext promé&nnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Priklad - pokracovani
Zformalizujte v daném jazyce véty:
© Naslednik dvojky neni sudé &islo.
—5(f(a))
@ Kazdé &islo je mensi nez jeho néslednik.
Vx P(x, f(x))
(3] Kazde liché &islo je mensi nez né&jaké sudé &islo.
Vx (L(x) = Ty (S(y) A P(x,¥)))
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Interpretace a kontext promé&nnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Kontext proménnych

Je ddna interpretace (U, [—]) jazyka predikatové logiky.
Kontext proménnych je zobrazeni p: Var — U, které kazdé
proménné pFitadi objekt z universa.

Je-li p kontext proménnych, x € Var a d € U, pak

update kontextu p o hodnotu d v proménné x je kontext
Plx:=d] - Var — U, ktery se lisi od kontextu p pouze tim, Ze
promé&nné x pfitazuje prvek d (vysledky na vdech ostatnich
prom&nnych se shoduji).
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Interpretace a kontext promé&nnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Interpretace terma pfi daném kontextu proménnych

Pro danou interpretaci (U, [—]) a dany kontext prom&nnych p
interpretujeme term t jako prvek [t], € U takto:

@ Je-li term proménna x, pak jeho hodnota je [x], = p(x).
@ Je-li term konstantni symbol a, pak jeho hodnota je
[a], = [al-
o Je-li term f(t1,...,t,), kde f je funkeni symbol arity n
aty,...,t, jsou termy, pak jeho hodnota je

[[f(tla 000 tn)]]p = |[f]]([[t1]]pv SRR [[tn]]p)~
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Interpretace a kontext promé&nnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Ptiklad
PouZijeme opét na¥ jazyk a interpretaci z predchoziho piikladu (viz
str. 21). Kontext promé&nnych p zvolime x := 0,y := 1,z := 2.

Term ‘ Interpretace termu p¥i kontextu p
a [al, =2
bs [x],=0

g(a,x) |[g(ax)],=2+0=2
f(f(a)) | [F(f(a))], = (2+1) +1=4
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Interpretace a kontext proménnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Pravdivost formule v interpretaci pfi daném kontextu

Pojem formule pravdiva v interpretaci (U, [—]) pFi kontextu p
definujeme induktivné podle struktury formule takto:

1) Pravdivost atomické formule (slovo pravdiva v nésledujicim
textu znamend pravdivd v interpretaci (U, [—]) pFi kontextu p):
e Formule P(t1,...,t,), kde P je predikdtovy symbol arity
n>0aty,...,t, jsou termy, je pravdiva, pokud
(ﬂtl]]p’ ) [[tn]]p) € [[P]]
@ Formule P, kde P je predikatovy symbol arity 0, je pravdiva,
pokud [P] = 1.
e Formule t; = t, je pravdivd, pokud [t1], = [t2],. aneb oba
termy jsou interpretovany totoZnym prvkem z universa.
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Interpretace a kontext proménnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Pravdivost formule v interpretaci pfi daném kontextu

2) Pravdivost formule, kterd ma v kofeni syntaktického stomu
logickou spojku, je ddna pravdivosti jejich podformuli v interpretaci
(U, [—]) p¥i kontextu p a sémantikou logickych spojek:

@ — je pravdiva pravé tehdy, kdyZ ¢ nenf pravdiva.

@ p A1 je pravdiva pravé tehdy, kdyZ ¢ i ¢ jsou pravdivé.

@ V1 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ i 1 jsou nepravdivé.
°

© = 1 je nepravdiva pravé tehdy, kdyz ¢ je pravdivd a v je
nepravdiva.

© < 1) je pravdiva pravé tehdy, kdyz bud ob& formule ¢ a v
jsou pravdivé, nebo obé& formule ¢ a v jsou nepravdivé.

Analogicky pro ostatni logické spojky.

Alena Gollova Predikatova logika 27/34



Interpretace a kontext proménnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Pravdivost formule v interpretaci pfi daném kontextu
3) Pravdivost formule, kterd ma v kofeni syntaktického stromu
kvantifikator s prom&nnou x je dana pravdivosti jeji podformule
v interpretaci (U, [—]) p¥i updatech kontextu p v prom&nné x
a typem kvantifikatoru takto:
@ Formule Vx ¢ je pravdiva v interpretaci (U, [—]) p¥i kontextu
p, pokud je (pod)formule ¢ je pravdivd v interpretaci (U, [-])
pfi v kaZdém kontextu p[,.—q), kde d je prvek U.
@ Formule Ix ¢ je pravdiva v interpretaci (U, [—]) p¥i kontextu
p, pokud je (pod)formule ¢ je pravdivd v interpretaci (U, [-])
pfi v aspori jednom kontextu pi..—q), kde d je prvek U.
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Interpretace a kontext proménnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Priklad
V interpretaci v interpretaci (U, [—]) p¥i kontextu p z p¥edchoziho
prikladu (kde U = N, [S] = {n € N, n je sudé}), [a] = 2,
[f1(n) = n+1, a p(x) = 0) je pravdivost formuli nasledujici:
@ Formule S(x) je pravdivd, nebot 0 je sudé &islo (presndji O je
v mnoZiné& sudych &isel).

@ Formule S(f(a)) neni pravdiva, nebot term f(a) je
interpretovan &islem 2 + 1 = 3 a to neni sudé.

@ Formule Vx S(x) je nepravdivd, nebot viechna pFirozend &isla
nejsou sudd (pFesngji podformule S(x) je v na¥i interpretaci
nepravdiva nap¥. pfi kontextu pp..—7], nebot 7 neni sudé &islo).
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Interpretace a kontext proménnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Poznamka

Vsimnéme si, Ze pravdivost formule ¢ v interpretaci zavisi pouze
na kontextu proménnych, které jsou ve formuli ¢ volné. Kontext
ostatnich promé&nnych miiZzeme ménit, aniZ by to ovlivnilo
pravdivost formule ¢.

Specidlné pravdivost sentence nezavisi na kontextu proménnych
vibec, je uréena pouze danou interpretaci. Sentence je v dané
interpretaci bud pravdivd v kazdém kontextu promé&nnych, anebo
neni pravdiva v Zadném kontextu proménnych.
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Interpretace a kontext proménnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Pravdivost sentence v interpretaci

Sentence ¢ je pravdiva v interpretaci (U, [—]), jestlize je pravdiva
pfi kazdém kontextu proménnych p.

Poznamka

Mohli jsme také definovat takto: Sentence ¢ je pravdiva
v interpretaci (U, [—]), jestlize je pravdiva p¥i aspoii jednom
kontextu proménnych p. Definovali bychom tentyZ pojem.

Definice

Interpretace (U, [—]), ve které je sentence ¢ pravdivd, se nazyva
model sentence .
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Interpretace a kontext proménnych
Sémantika predikatové logiky Pravdivost sentence v interpretaci

Sémantika predikatové logiky

Priklad
Formule ¢ = Vx x < x 4+ 1 je sentenci v jazyce s predikatovym
symbolem < arity 2, funk&nim symbolem + arity 2 a konstatnim
symbolem 1. P¥itom x je proménna a pouzivame infixni zapis.
@ Interpretace U = N, [<] = {(m,n) € N2, m < n}, [1] = 1,
[+] : NxN— N: (m,n) — m+ n je modelem sentence ¢.
@ Interpretace U = {0,1}, [<] = {(0,1)}, [1] =1,
[+] : {0,1}2 — {0,1} : (n, m) — max(m, n) logicky soutet
neni modelem sentence .
@ Interpretace U = N, [<] = {(m, n) € N2, m # n}, [1] = 23,
[+] : Nx N — N:(m,n) — m-n neni modelem sentence ¢
(pFirozena &isla uvaZujeme v&etn& nuly).
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Sémantika predikatové logiky

Poznamka

Interpretace &. 3 je sice podivnd, ale je dovolend. Definice ndm
nepfikazuje, jak mame interpretovat specidlni symboly. Pouze
symbol rovnitka " ="musime interpretovat jako rovnost, protoZe to
neni specidlni predikdtovy symbol, ale logicky predikdtovy symbol.
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