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Sémantika predikatové logiky

Sentence a jeji model

P¥ipomeiime, Ze sentence je formule, kterd nema volné promé&nné,
a Ze pravdivost sentence nezdvisi na kontextu proménnych, je
uréena pouze interpretaci. Interpretace, ve které je sentence
pravdiva, se nazyva model dané sentence.

V8echny nasledujici sémantické pojmy budeme definovat pouze
pro sentence.
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Definice
@ Sentence je spinitelnd, jestlize je pravdiva v alespoii jedné
interpretaci (tj. jestlize ma model).
@ Sentence @ se nazyvd tautologie, jestlize je pravdiva v kaZdé
interpretaci (tj. jestlize kazda interpretace je jejim modelem).
@ Sentence se nazyva kontradikce, jestlize je nepravdiva v kazdé
interpretaci (tj. jestliZe nema model).
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Priklad
Formule ¢ = Vx x < x + 1 je sentenci v jazyce s predikatovym
symbolem < arity 2, funkénim symbolem + arity 2 a konstatnim
symbolem 1. P¥itom x je proménna a pouzivame infixni zdpis.
@ Sentence ¢ je splnitelna,
Jjejim modelem je napf¥. interpretace:
U=N, [<]={(m,n) e N> m< n}, [1] =1,
[+] : NXN—N:(m,n)— m+n.
@ Sentence ¢ neni tautologie,
protoZe v nasledujici interpretaci neni pravdiva:

U={0,1}, [<] ={(0, 1)}, [1] = 1,
[+] : {0,1}2 — {0,1} : (n, m) — max(m, n) logicky sou&et.
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Priklad

Formule ¢ = Vx P(x) = P(a) je sentenci v jazyce s predikdtovym
symbolem P arity 1, konstatnim symbolem a; x je promé&nna.
Sentence 1 je tautologie.

Diikaz: Necht (U, [—]) je libovolna interpretace naseho jazyka.
Pokud [P] # U, pak implikace 1) m3 nepravdivy pfedpoklad, tudiz
je pravdiva v takové interpretaci.

Pokud [P] = U, pak musi byt téz [[a] € [P], tudiz implikace ¢ ma
pravdivy predpoklad i zavér a je pravdiva v takové interpretaci.
Dokazali jsme, Ze sentence v je pravdiva v kazdé interpretaci.
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Poznamka

Snadnéjsi bylo ovéfit, Ze sentence je splnitelnd, nebo Ze nenf
tautologie, stadilo totiZz najit jednu konkrétni interpretaci, ktera
dany fakt dokazuje. P¥i ovéfovani faktu, Ze sentence je tautologie,
jsme museli obecné prozkoumat vSechny interpretace a zjistit, Ze
jsou to modely nasi sentence.
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Definice

MnoZina sentenci' S je spinitelnd, jestlize existuje interpretace,
v niZ jsou v8echny sentence z mnoZiny S pravdivé. Takové
interpretaci fikdme model mnoZiny sentenci S.

MnoZina sentenci S je nesplnitelna, jestlize nem3a model, t;.
v kazdé interpretaci je asponi jedna sentence z S nepravdiva.

Tvrzeni

Prazdnd mnoZina sentenci S = () je splnitelnd, dokonce ka?d4
interpretace je jejim modelem.
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Definice

Rekneme, Ze sentence ¢ je sémantickym diisledkem mnoZiny
sentenci S, jestliZze v kazdé interpretaci, kde jsou pravdivé viechny
sentence z S, je pravdiva také sentence ¢ (tj. jestlize kazdy model
mnoziny S je také modelem sentence ).

Znatime S |= ¢ (nebo 1 |= ¢, nebo = ¢, je-li S = 0).
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Ptiklad
Necht P je predikdtovy symbol arity 1, x je prom&nna.
@ Vx P(x) = 3x P(x)
Kazdy model sentence Vx P(x) md [P] = U. Jelikoz

universum U # (), je takovd interpretace téZ modelem
sentence Ix P(x) (kde musi byt [P] # 0).

e Ix P(x) f~ Vx P(x)
Nap¥. interpretace U = N, [P] = {n € N, n je sudé} je
modelem prvni sentence, ale neni modelem druhé sentence.

Poznamka

Opét je snaz&i dokdzat, Ze sémanticky dusledek neplati (nalezenim
Sikovné interpretace), neZ to, Ze plati.
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Tvrzeni

@ Je-li ¢ je tautologie, pak S = ¢ pro libovolnou mnoZinu
sentenci S.

® | ¢, pravé kdyz ¢ je tautologie.

@ Je-li S nesplnitelnd mnoZina, pak S |= ¢ pro libovolnou
sentenci .

o S |= ff, pravé kdyZ S nesplnitelnd mnoZina sentenci.
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Véta (o sémantickém dikazu sporem)

Pro libovolnou mnoZinu sentenci S a libovolnou sentenci ¢ plati:
S | ¢, pravé kdyz S U {—¢} je nesplnitelna.

Véta (sémanticka o dedukci)

Pro libovolnou mnoZinu sentenci S a libovolné sentence ¢ a :

SU{p} E ¢, pravé kdyz S |= (¢ = ¢).

Specidlni p¥ipad pro S = (:
© =1, pravé kdyZz ¢ = 1 je tautologie.
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Definice

Sentence ¢ a v jsou tautologicky ekvivalentni, jestlize jsou
pravdivé ve stejnych interpretacich (tj. jestlize maji stejné modely).
Znatime ¢ H 1.

Tvrzeni
Pro libovolné sentence ¢ a 1 plati:

© o H pravekdyZp Ev ay o,
® ¢ H v, pravé kdyz ¢ < 1) je tautologie.
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Tautologicky ekvivalentni Gpravy
V nasledujicich formulich budeme pouZivat jazyk s predikatovymi
symboly P, Q arity 1 a R arity 2; x, y budou proménné.
@ Plati vSechny zdkony pro tautologickou ekvivalenci tykajici se
logickych spojek, které zname z vyrokové logiky.
@ Negovani formuli s kvantifikatory:

o —Vx P(x) H Ix -P(x)
o —Ix P(x) H Vx—P(x)

Poznamka

Kvantifikator V je zobecn&nim konjunkce, zatimco kvantifikator 3
je zobecnénim disjunkce. Zakony pro negovani formulf
s kvantifikatory jsou tak zobecnénim DeMorganovych zdkoni.

Alena Gollova Predikéatova logika 14/28



Splnitelna formule, tautologie, kontradikce
Sémantika predikatové logiky Sémanticky dusledek, tautologicka ekvivalence
Prenexni tvar formuli

Sémantika predikatové logiky

Ptiklad

Pro libovolnou formuli @ je oV -~ H th.

Tudiz tt H Vx P(x) V =Vx P(x) H ¥x P(x) V 3x =P(x).
Sentence Vx P(x) V 3x ~P(x) je tautologie.

Zatimco sentence Vx P(x) V Vx =P(x) tautologii neni! Zkuste najit
interpretaci, v niz je tato formule nepravdiva.
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Ptehazovani poradi kvantifikatort
@ Lze prehodit po¥adi stejnych kvantifikatord:
o VxVy R(x,y) H VyVx R(x,y)
e Ix3Jy R(x,y) H JyIx R(x,y)
@ Nelze oviem prehodit porfadi riiznych kvantifikatord!
o IxVy R(x,y) EVy3xR(x,y)
o Vy Ix R(x,y) & IxVy R(x,y)
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Divod: V modelech sentence ¢ = 3x Vy R(x,y) musi existovat
specialni prvek uy € U, ktery je v relaci [R] se viemi prvky v € U,
tj. pro viechny v € U je (uy, v) € [R].

Zatimco v modelech sentence 1) = Vy dx R(x, y) musi pro kazdy
prvek v € U existovat aspori jeden prvek u, € U, ktery je s nim

v relaci, tj. (uy, v) € [R]. Prvek u, nemusi nutn& byt stejny pro
v8echny prvky u.

Kazdy model sentence ¢ je modelem sentence v, naopak to vSak
neplati. Zkuste najit model pro 1), ktery neni modelem pro .

Alena Gollova Predikéatova logika 17/28



Splnitelna formule, tautologie, kontradikce
Sémantika predikatové logiky Sémanticky dusledek, tautologicka ekvivalence
Prenexni tvar formuli

Sémantika predikatové logiky

Vytykani kvantifikatora pfed konjunkci a disjunkci
1) Lze vytknout V p¥ed konjunkci a 3 p¥ed disjunkci:
@ Vx P(x) AVx Q(x) H Vx (P(x) A Q(x))
e Ix P(x)VIx Q(x) H Ix(P(x) V Q(x))
2) V opa&nych kombinacich neplati tautologickd ekvivalence,
pouze sémanticky disledek jednim smérem:

® Vx P(x) VVx Q(x) E Vx (P(x)V Q(x))

o Ix(P(x) A Q(x)) E Ix P(x) A Ix Q(x)
Divod: V je zobecnénim konjunkce, komutuje tedy pouze s A,
zatimco d je zobecné&nim disjunkce, komutuje tedy pouze s V.
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Vytykani kvantifikatorai pfed konjunkci a disjunkci
3) Pokud se prom&nné vazané v riznych podformulich jmenuji

jinak, tak miZeme vytknou oba kvantifikatory pfed konjunkci
i disjunkci:

o Vx P(x) AVy Q(y) H VxVy (P(x) A Q(y))
o Vx P(x) VVy Q(y) H VxVy (P(x) vV Q(y))
o Ix P(x) V3Iy Qy) H 3x3y (P(x) vV Q(y))
o IxP(x) A3y Q(y) H 3x3y (P(x) A Q(y))
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Vytykani kvantifikatort pfed konjunkci a disjunkci

Pohled na vytykani kvantifikaturd zprava doleva:

3) Lze distribuovat oba kvantifikitory pod konjunkci i disjunkci,
pokud se v obou podformulich jmenuji prom&nné jinak. Ke kaZdé
podfurmuli piseme kvantifikator jen s tou proménnou, kterd se v nf
vyskytuje. VyuZivame vztahu: VxVy P(x) H Vx P(x)

1,2) Pokud se proménna x vyskytuje v obou podformulich, pak Ize
(se zachovanim tautologické ekvivalence) distribuovat kvantifikator
Vx pouze pod konjunkci a kvantifikdtor dx pouze pod disjunkci,
samozfejmé do obou podformuli.
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Zhrneme pfedchozi dvahy o vytykani kvantifikatord p¥ed logické
spojky do ndsledujicich obecnéjsich tvrzeni.

Tvrzeni
Necht o je formule predikatové logiky.
o “Vxa H Ix -«

o ~Ixa H Vx-«

Vytykani kvantifikatoru pred negaci kvantifikator " oto&i”.
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Tvrzeni

Necht o, 3 jsou formule predikatové logiky.
o VxaAVxp H Vx(aApB)
o IxaViIxp H Ix(aVP)

Tvrzeni
Budiz V € {V,3}, 0 € {A,V} (napi8eme &ty¥i tvrzeni v jednom).

Necht «, /3 jsou formule predikatové logiky, pficemZ formule /3
neobsahuje (volnou) promé&nnou x.

o (Vxa)op H Vx(aop)
@ fo(Vxa)H Vx(Boa)

Alena Gollova Predikéatova logika 22/28



Splnitelna formule, tautologie, kontradikce
Sémantika predikatové logiky Sémanticky dusledek, tautologicka ekvivalence
Prenexni tvar formuli

Sémantika predikatové logiky

Tvrzeni
Budiz V € {V, 3}, a budiz A opa&ny kvantifikator k V.
Necht o, 3 jsou formule predikatové logiky, p¥i¢em? formule 3
neobsahuje (volnou) promé&nnou x.
o (Vxa)=p H Ax(a=p3)
o = (Vxa) H Vx(f = a)

Vytykani kvantifikatoru z pfedpokladu implikace jej " oto&i”,
vytykani ze zavéru imlikace kvantifikdtor nezméni.
Toto tvrzeni se snadno odvodi z pfedchozich dvou tvrzeni.

Vytykani kvantifikatorl pfed ostatni logické spojky FeSit nebudeme.
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Poznamka

V predchozich tvrzenich jsme si dovolili psat symbol tautologické
ekvivalence mezi obecné formule, pFestoZe jsme ho definovali jen
pro sentence. Definovan by byl takto:

K formuli doplnime zpFedu kvantifikator V s kaZdou proménnou,
ktera v ni byla volnd, tim vytvofime tzv. obecny uzavér formule.
Dvé formule jsou tautologicky ekvivalentni, kdyZ jejich obecné
uzavéry jsou tautologicky ekvivalentni.
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Definice

Rekneme, Ze formule ¢ je v prenexnim tvaru, pokud ma véechny
kvantifikatory vpredu, je tedy tvaru

= Vix1Voxo ... Vx, ’%

kde V; € {V,3}, x1,x2, ..., Xn jsou viechny viazané promé&nné z ¢ a
podformule 1) je otevfena formule (tzv. otev¥ené jadro formule ¢).

Tvrzeni
Ke kaZdé sentenci ¢ Ize najit sentenci ¢, kterd je v prenexnim
tvaru, tak, Ze ¢ H ¢p.
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Ptevedeni do prenexniho tvaru
Sentenci  pfevedeme do prenexnim tvaru nasledujicimi
tautologicky ekvivalentnimi dpravami:
© PYejmenujeme vazané proménné tak, aby kaZzdy kvantifikator
vazal jinou proménnou.
P¥episeme tautologicky ekvivalentné ostatni spojky na =, A, V
(co% Ize, nebot tyto spojky tvofi dplny systém spojek).

(2]

© Dostaneme negaci pod kvantifikatory pomoci De
Morganovych zdkovi a negovani kvantifikatord.

(%)

Vytkneme kvantifikdtory pfed konjunkce a disjunkce
(coZ zachovd tautologickou ekvivalenci, nebot prom&nné
vazané v riznych podformulich se jmenuji jinak).
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Ptevedeni do prenexniho tvaru

Poznamka: Ve 4. kroku je jedno, zda nejd¥ive vytykdme z levé
nebo z pravé podformule. MiZeme vytykat i na preskacku, jen
nesmime pfehodit pofadi téch kvantifikatori V a 3, které byly
u stejné podformule.

Prenexni tvar pro ¢ tedy neni uréen jednoznalné.

Priklad

¢ =Vx3Jy R(x,y)V3zP(z) H Vx3y3Iz(R(x,y) V P(z)) a také
v H 3zVx3dy (R(x,y) V P(z2)) H ¥Yx3z3y (R(x,y) V P(z))
Vsimnéte si, Ze Vx a dz zde |ze prehodit bez ztraty tautologické
ekvivalence, ale jen proto, Ze proménné x a z nejsou ve stejné
podformuli.
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